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Bo6liim 1

Mutlak Degerler

K bir cisim olsun.

Tanim 1.1. K iizerine bir mutlak deger (norm) ||,
e l2|=0 & =0, VreK,
*lrtyl <lz[+yl, Yo,y e K, ve

o |yl = |z|- |y, Vo,ye K

kosullarim saglayan bir |-| : K — R>( fonksiyonudur. Bu sekilde tiiretilen (X, |-|) ikilisine de mutlak

degerli cisim (normlu cisim) denir.

1.1 Temel Ornekler

Ornek. (Q, |-]), (R,]|-]) ve (C,]|-|) mutlak degerli cisimlere érnektir.

Tanum 1.2 (Agikar Mutlak Deger).

seklinde K iizerine tamimli mutlak degere, agikar mutlak deger denir.
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1.2 p-sel Mutlak Deger

v € Q ve x = ¢ en sade kesirsel ifade olsun. Yani a,b € Z, b # 0 ve obeb (a,b) = 1 olsun. Bu

durumda sabitledigimiz bir p asal sayis1 i¢in

A
@ _ ordy(a) &

Ty b

esitlikleri mevcuttur, 6yle ki a’,b" € Z, b #0, obeb (da’,b') =1 ve pta’. Simdi
Hp K — RZO
fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:

1 ordy (x)
o], = (p) . VaeQ-{0}, ve [0, =0.

Bu durumda,

|.|p : Q — RZO

fonksiyonu Q iizerine bir mutlak degerdir, ve bu fonksiyona Q iizerine p-sel mutlak deger denir. Da-
has1 tanimim ord,, (0) := oo ile genislettigimiz ord, fonksiyonuna da Q iizerine p-sel degerlendirme

denir.
Odev. Degerlendirmeler hangi sartlar1 saglar?

Not. Q tizerine p-sel mutlak deger ilk olarak Kurt Hansel tarafindan ortaya atilmigtir. Sonra, 6grencisi

Helmut Hasse sayilar kuramina pek ¢ok sekilde uygulanmugtir.

Tanim 1.3. K cismi iizerine tamml |-|; ve |-|, mutlak degerlerine denktir denir eger

kosulunu saglayan bir 0 < o € R varsa.

Teorem 1.1 (Ostrowski). Q dzerine tanimly asikar olmayan |-| mutlak degeri ya arsimetsel mutlak degere

denktir ya da tek bir p asal sayisi igin bir p-sel mutlak degere denktir ve ikisi ayni anda olamaz.
Kanit. a,b € Z~; olsun.

» " sayisim (n € Z>1), a tabanna gére yazalm. cg,c1,...,¢n € {0,1,...,a — 1} ve ¢y # 0

olmak iizere:

1

" =cpa™ 4+ cpo1a™ T+ -+ cra + . (1.2.1)



e M =sup{|l],...,|a — 1|} olsun. O halde,
|b™| = |cmam +emora™ 4 01a+co|
< lem| - lal™ + lem| - lal™ " + -+ + [ea] - [a] + |co
< M (m+ 1) max (|a™,...., |al, [1]).

Esitlik 121 = o™ <" = m < n-log, (b).

lal™, lal =1,

max (1, a|,...,|a]™) =
1, la] < 1.
Bu nedenle, max (1, |a|, ..., |a|™) < sup (1, |a\n'l°g"'(b)). Dolayistyla,
[b" < M (m + 1) max (|a]™,...,|a|,|1])

ve

|b] < (M (m + 1))% sup <1, |a\1°g“(b)) .

n — 00 durumunda:

|b] < sup (17 |a|1°g“(b)) .

Durum (). 3b € Z, |b| > 1. Yani,
15 b < sup (1,]af ).
Dolayisiyla, \a|log"'(b) > 1ve log, (b) >0 = |a| > 1.
a™ <b" = m <nlog, (b) = % <log, (b).
a ile b'nin rollerini degistirerek aymi hesaplamalar yapildiginda
jaf < [pf =
esitsizligi elde edilir. a,b € Z~ ic¢in |b] < |a|10g“(b) ve |a| < |b|10gb(a) olur. Bu nedenle,

bl < Jal/*%® = o] 5 = |0 < o]



ve
|a‘ < |b|10gb(a) — |b|7112i§; = |a|log1(a) < |b|logl(b) .
Buradan,
|| ® = |q| FE(@

*la=a* ve [o| =07, (a,B€Rs).

* Dolayisiyla: \a|$ = (a"‘)@ ve |b|$ = (bﬁ)ﬁ. Buradan,

b = (a) 555 = (a)"5e = (at)” = b

Yani, o = 5.
Sonug olarak, |a| = a”, v € Ry, a’dan bagimsiz.

lal = ||

Durum (2). Vb€ Z, |b] < 1.
* (Hatirlatma) Q {izerine tanimh |-| mutlak degeri agikar degildir. O halde bir p asal sayis1 vardir

oyle ki |p| < 1. Ciinkii béyle olmasayds, Vb € Z — {0} i¢in |b| = 1 olurdu.

* [, p’den farkli herhangi bir asal say1 olsun. Bu durumda |/| = 1. Kabul edelim ki, [ # p iki asal

say1 olsun ve |I|, |p| < 1 sartlant saglansin. Bu durumda 3Im,n € Z>q

| ‘<1
ve |p —-
-2

1
" <5
2

Simdi, obeb (I, p) = 1 oldugundan dolayy, 8yle x,y € Z vardir ki

™ 4+ yp" = 1.

Buradan,
I+ Jyl- [p"] < 1™+ p"] S 1.

1=[1] = |20™ + yp"| <[] -

celikisini elde ederiz.

Yani, p asal sayilar1 arasinda |p| < 1 kosulunu saglayan tek bir tane asal say1 vardir. Buradan, Vn € Z



icin (obeb (p,n) = 1 oldugundan)

ordy(n)\ 7
ordy(n 1 i
pordp(n)n‘ = p| dp(n) _ (() ) — |n|; )
p

n| =

Tanim 1.4. K cismi iizerinde taniml |-| mutlak degeri

|z +yl <max(|z|,ly)),  Ve,yeK

gliglii ticgen egsitsizligini saghyorsa bu |-| mutlak degere arsimetsel olmayan mutlak deger denir.

Aksi durumda ise arsimetsel mutlak deger denir.
Teorem 1.2. (K, ||) mutlak degerli bir cisim olsun.

|| arsimetsel olmayan mutlak degerdir < |0 (Z)| = {|¢c(n)| | n € Z} simarlidar.

Burada : Z — K dogal halka homomorfizmasidur. Soyle ki:

n>0 : |1+ +1]=t()+--+c(1)=n-1g,
~— —_—
n kopya n kopya
n=0 : +(0z)=0x,
n<0 : | (=1)+---+(=1)| =In|(-1k).
n kopya
Kanit. |-| : K — R>( mutlak degeri, her n € Z i¢in |¢ (n)| < C sartim saglasm. Her z,y € K i¢in
n (1 i
= |3 (1)
i=0
S n i n—i
< )|l ]
i

i=0
n

<> C-max(fa], [y])"

=0

< C(n+1)max(|z|,[y))" .

Buradan |z + y|" < C (n + 1) max (||, |y[)" ve

3=

|z +yl < (C(n+1))" max (||, |y]) -



n — 00 durumunda:

n

|+ y| < max (||, |y])

O

Not. (i) Eger K sonlu bir cisim ise iizerindeki |-| mutlak degeri arsimetsel olmayan bir mutlak

degerdir.
(ii) Eger K cisminin karakteristigi p > 0 ise iizerindeki |-| mutlak degeri arsimetsel degildir.
Gdsterim. || ile argsimetsel mutlak deger gosterilir.

Teorem 1.3 (Artin-Whaples). 0 # z € Q igin

H ||, = 1.

p<oo

Kamt. 0 # x € Q i¢in ord, (z) = ord, (a) — ord, (b) olarak tammlansin. Burada z = 7 kesirsel

ifadesini kullaniyoruz.

1 ordy (x) 1 1
T el = lelo It = ol T1(5) = bl e = ol - =

p<oo p<oo p<oo p<oo

1.3 Tamlik

Tanim 1.5. Bir (K |-|) mutlak degerli cisim verilsin. (a,,) K cisminde bir dizi olsun. Eger her

nez
e > 0 igin

lan — am| < &, vYn,m > Ne
kosulunu saglayan bir N, € Z>1 varsa (a,,) dizisine |-| mutlak degerine gore Cauchy dizisi denir.
Odev. || mutlak degerine gore (a,) dizisinin yakinsak olmasinin tanimini yapin.

Tanim 1.6. Eger |-| mutlak degerine gére K cismindeki (a,) Cauchy dizileri yakinsak ise, K cismine

|| mutlak degerine gore tamdir denir.

Not. Q cismi || mutlak degerine gore tam degildir. Ciinkii Q iizerinde v/2 ¢ Q sayisina yakinsayan

bir Cauchy disizi (a,,) tammlanabilir.

Soru. Bir p asal sayis1 icin (Q, || p) mutlak degerli cismi tam midir?



Cevap. Q cismi || , mutlak deZerine gore tam degildir. Gercekten de 1 < a < p — 1 i¢in z,, = a”
olsun. Bu durumda

Topr —ap=a?" —a =" (a”n(”’l) - 1) .
Odev. (apn (p=1) 1) ifadesinin p™ ile boliindiigiinii gosteriniz.

Buradan

. . 1 ordy (Tn4+1—2Zn) 1\™
i ()
b p

ve bu nedenle,

lm |2p41 — 2] =0
n— oo

olur. Dolaysyla, (2,,) dizisi Q iginde |-, mutlak degerine gore Cauchy dizisidir.
Simdi tamiml (2,,) dizisinin Q icinde || , mutlak degerine gore bir = sayisina yakinsadigim kabul

edelim. Bu durumda

n\ P n41
b = (ap ) =al =z,

oldugundan dolay:

olur. Aym1 zamanda,
2 = lim 2f = lim 2,41 = 2.
T—>00

r—00

Dolayisiyla 77 — T' = 0 denkleminin Q i¢inde p tane ¢oziimiiniin olmas: gerekir ki bu bir celigkidir.

Sonug olarak, (Q, || p) mutlak degerli cismi, p bir asal say1 ya da p = oo iken tam degildir.

Teorem 1.4. Bir (K, |-|) mutlak degerli cismi verilsin. Bu durumda dyle bir (IA(, H) mutlak degerli cismi

ve dyle bir S: K — K tasviri vardur ki asagidaki sartlar saglanr:
() K, || mutlak degerine gore tamdur.
(ii) v: K — K esolgiilii bir gommedir.
(iii) (E,|-|g) tam mutlak degerli cismi ve ®: K — E esol¢iisii verilsin. Bu durumda:

K

/ \\\ NDg: esilcii

K E

)

(iv) V: K — L bir esilgii olsun. Bu durumda
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v
K-""77"- » L
LK 1 L
K—1L
v
seklini degismeli kilan bir
U:K L

esdlgiisii vardr.

Kanit. C (K), K tizerinde tammh biitiin Cauchy dizilerinin kiimesi olsun. C (K) iizerine dizilerin

toplamasi ve ¢carpmasi, birim elemanl bir degismeli halka yapis1 tanimlar:
(an), (bn) € C(K) = (an) + (bn) =: (an + by) ve (an) (bn) =: (anby) .

N (K) = {(an)

olan (a,) dizilerinin kiimesi gosterilsin. Bu durumda, A (K), C (K) halkasinn bir maksimal idealidir:

lim a, =0 K} ile |-| mutlak degerine gére Ox’ye yakinsayan elemanlar1 K’den
n—oo

Odev. (a,),(b,) € N(K) ve (¢,) € C(K) olsun. (a,) + (b,) € N (K) ve (cn) (an) € N (K)

oldugunu gdsteriniz.

(cn) € C(K) — N (K). Bir (¢},) € C(K) dyle ki (¢y) (¢},) — Le(xy € N (K). O halde,
C(K)/N (K)=:K
bir cisim olur. Dahast o = (¢,,) + N (K) € K igin
jof = lim [e,]

olarak tamimlanir.
Not. | len] = leml | < |en — eml-

Bier o = (c0) + A (K) = (¢)) + ' (K) ise ((ex) . (c}) € C (K)):
(C;L) = (Cn) + (571,) s 3 (5n) € N(K) .

Buradan,

lim |c,| = |a| = lim |¢,| = lim |c, + 0, -
n—oo n—oo n— o0



11

Not. |Cn + 5n| S |Cn| + |5n|

Bu tanimh || : K — R tasviri K tizerine bir mutlak deger tamimlar. O
Odev. Ispatin geri kalan kismini tamamlayiniz.

Tanim 1.7. ((@, || p) mutlak degerli cismin tamlamg1 Q,, ile gosterilmektedir ve p-sel say1 cismi olarak
adlandirlmaktadir. Q,, tizerine tanimli (Q’nun p-sel mutlak degerinden yiikseltilmis olan) mutlak deger

tekrar |-| v ile gosterilmektedir.

Teorem 1.5. a € Q, olsun. Oyle bir N € Z vardir ve éyle bir an,an+1,...,0m,... € {0,...,p—1}

dizisi mevcuttur ki
m
a— Z aip'| < p~ (ML,

i=N

Yani

a=anp" 4+ +aotap+... Famp”+-
esitligi vardir ve bu dzdeslige a’nin p-sel agilimi ady verilir.

Kamnit. 1lk olarak a € Q,, \a|p = 1 sartim saglasin. Bu durumda 3!b € Q, 6yle ki0 < b <p—1 ve

la — b[,, < 1. Bunu ispatlayalm:
* Q cismi QQ, cismi i¢inde yogundur.

« ¢ = ¢ olsun dyle ki d,e € Z, e # 0 ve obeb(d,e) = 1. Bu durumda p } e olmak zorunda.

Ciinkii p | e ise, p1 d ve

1 ord, (d)—ordy(e)
= <) =pz1
p

olur. Dolaysiyla,

la — c|, = max (|a|p ) \c|p) > 1.

Odev. |a — c|, = max (|a\p , \C|p) oldugunu

lal, # lel, = la+ ], = max (lal, , |e],)
ile celigki elde ederek gosteriniz.

* obeb (p,e) = 1 oldugundan dolay1 3z, y € Z &yle ki

ze+yp=1.
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Buradan,

ze=1—yp = (ze)e=(1—yp)c
= () & = (1-yp)e
= la—zd|,=la—(1—yp)c|,
= |a—ad|, = la —c+ypcl,

= |a — zd|, < max (\a —d,, |ypc|p> .
Burada, |[a —¢|, < 1vey € Z = [y|, <1 oldugundan

' |C|p :

D=

1
lypel, = lyl,, - . lc|, <

Ayrica, [cf, = [(c—a)+a|, < max (|cfa\p,|a|p>. Ek olarak, |a| = 1 ve [c—al, <1

oldugundan,

1
la —zd| < - <1.
Pop

Simdi p ile kalanli bélme yaparsak:
xd = pd + p, ez, Fpefol,....,p—1}.

Buradan,

la— (pd +p)|, = [(a—p) —pdl,.

Sonug olarak,

ja = pl, = la = p = pé +pdl, = |(a — ad) + pd], < max (|a — ad],., [pd], ) < 1

Simdi rastgele bir a € Q, olsun.

lal, =p

m

Bu durumda |p~™aq| p = 1 olur ve ilk ispat ettigimiz sonuca gore
‘pfma—am <1, a,, €{0,...,p—1}.
Yani, |a — a,,p™| p <p ™. Tumevarim ile a;;,, ap+1, . . . dizisini insa edebiliriz.



Boliim 2

p-sel Tamsayilar

sz{are@p

||, < 1} ile tanimh halkaya p-sel tamsayilar halkas1 denir.
* 2,y €Zy = |rFyl, < max <|33\p , |:Fy|p) = max (|x|p , \y|p) <1
® x?y € ZP = ‘xy‘p = ‘xlp ‘ylp S 1

Not (Onemli gozlem). (i) Z, halkas1 yerel bir halkadir. Yani, (0) idealinden farkli tek bir asal ideal
ideali vardir. Z,, halkasinin bu tek asal ideali de pZ, = (p) esas idealidir.
(i) (Izdiigtimsel limit) (I, <) kismi sirali bir kiime olsun. Oyle ki her i1, iy € I icin iy < i3 ve ig < i3
sartin saglayan bir i3 € I olsun. Yani (I, <) yonlendirilmis kiime olsun.

Vi € I igin R; degismeli birim elemanl bir halka olsun. Vi, i’ € I dyle ki i < i’ igin
i Ry — R

halka homomorfizmalar olsun, s6yle ki,

» fi =idg,: R; — R; birim halka homomorfizmasidir.

o Vi,i' i’ € It i < i < i igin

Bu (RZ-; ff/ Ry — Ri) topluluguna bir izdiigitmsel sistem ad verilir.
i'el

Ornek. Z/pZ < 7)p*Z + Z|p*Z < - - < Z)p" "L <+ Z/p"Z

ag 4= ag 4 a1p <= ag + ar1p 4 agp® = - < ag+ -+ ap1p" ' ag + -+ anp™

Tanim 2.1 (Izdiiiimsel Limit). lim R; = {(ai)iel e[l R
el icl

fii, (Oéi/) = Oy, ) S Z,}

13
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Ornek. @Z/p”Z = {(an) eIZ/p"Z | 77 (an) = ap+ar1p+ -+ +a;—1p" 1, i < n} Burada,

O =ag 4 a1p+ -+ an_1p" L.

Odev. Z/pZ — @Z/p”Z oldugunu gosteriniz.

Teorem 2.1. (a,,),-, ile Q, icinde bir dizi gisterelim.

oo
Z an dizisi ||, mutlak degerine gore yakinsaktir < lim a, = 0.
n—oo

n=1

M=

n—oo

n

1

Kamit. Q, cismi iginde tamimh (a,,) dizisi lim a, = 0 sartim |-| ’ye gore saglarsa, (SN =

kismi toplamlar dizisi igin:
lim SN 1 7SN = lim aN+1 =0.
i [Si = Jm lanl,

Bu sebeple, (S ) dizisi |-|, mutlak degerine gore Cauchy dizisidir. Q, tam oldugundan dolay1 da (Sx)
dizisi yakinsaktir. O

2.1 7, Halkasinin Ideallerinin Yapisi

simdi 7, = {a € Q,

halkasinin ideallerinin yapisini inceleyecegiz.

], < 1} p-sel tamsayilar halkasinin aritmetik yapisim, diger bir deyigle Z,,

I # (0), Zp, halkasin bir ideali olsun. O halde, 3o € I dyle ki a # 0 ve 0 < [af, < 1.

* Jda€el faf,=1 = a € Z. Bunedenle, |a’1|p = |O¢|;1 = 1 kosulu saglanir. Yani, o~ ! € Z,.

Sonug olarak, o € I ve a € Z;, oldugundan I = Z,,.

* Va € I, |af, < 1 ise p-sel mutlak degerin alacag degerler {p"} kiimesidir. Bu sebeple,

neZ

Jdag € T dyle ki \a|p < |oz0\p =p "™ <1, Va € I Buradan, a,, # 0 igin

0

Qo = anopno + an0+1pn0+1 +o= pno (ano + Ang+1P + - ) =pu.

1

Dolayisiyla, Ju € Z;, 6yle ki g = p"°u. Dahasi, v a9 = p"° € I ve bdylece p"°Z, C I olur.

Ote yandan 0 # a € I igin p~™ = |a|, < |ag|, = p~". Buradan,

1
a=anp™ + amp" T+ ng <m, am#0.
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Ayrica, Ju € Z;, dyle ki @ = p™u = p"° (p""0u) € p°Zy,.

O halde, p™°Z, C I C p"°Z,, olur. Yani, I = p"°Z,,.

Sonug olarak, Z,, halkas: bir esas ideal bolgesidir (EIB); ve Z,’deki idealler
P"Zy = (PZp)"

seklindedir. Burada pZ,, ideali, Z,, halkasinin yegane asal idealidir.

2.2 p-sel Logaritma ve p-sel Ustel Fonksiyonlar

Tanim 2.2. p-sel logaritma ile

2 3

x*
1 ]_ = —— _— e
og(l+z):=x 2—|—3

Qp katsayili bigimsel kuvvet serisini; p-sel iistel fonksiyonu ile de

1 1
exp (z) 1=1+x+§-x2+§~x3+---

Q, katsayili bicimsel kuvvet serisini tanimliyoruz.

Hatirlatma. Asagidaki teoremin ispatindan dnce basit sayilar kuramindan bazi neticeleri su sekilde
yazabiliriz:
e ord, (n!) = ord, (1) + ord, (2) + - - - + ord, (n) ¢linkii ord, (a - b) = ord, (a) + ord, (b).

* z € Rigin n <z <n+ 1 olsun. Bu durumda = sayisinin tam degeri |z] = n olur.

> ord, (n!) :nij VJ

p

=1
> ord, (n!) = "p%sl"- Burada S,,, n’nin p-sel agilimindaki basamaklarin toplamim ifade eder.
Odev. ord,, (n!) i¢in yazilmus olan son iki ifadeyi kanitlayiniz.

Teorem 2.2. log (1 + ) ve exp (x), Q, katsayl bigimsel kuvvet serileri {x €Q ‘ |z], < 1} diskinde

yakinsar. Tersi de dogrudur.
Kamit. Tlk 6nce exp (z) ile ilgili kism ispatlayalim.
Durum (=).

1 1
exp () ::1+x+§~x2+§~x3+~~



16

n

— 0 oldugunu kamtlamaliyiz.

1
|x\p i¢in yakinsaktir. Bu nedenle, n — 0 iken, |w\p <1l = ‘n' -

ordy () = 3. m <

i=1

A\
\'Mg
s
I
s

ve bu nedenle

Sonug olarak:

n
p—1

1 1
ord, <' . x") = ord, <'> +n-ordy, () =n-ord, (x) —
n. n.

Buradan:

ve bu nedenle

Durum (<). z € Q, i¢in

1
1+:c+§~x2+~--+—, " +
yakinsak olsun. O halde,
1
— 2™ —0, n — oo.
n!

Buradan, n — 0o durumunda
1, 1
ord, ( — 2" | =n jord, (z) — ——| — oo
n! p—1

ord, () < 0 oldugundan,

oo 1 n+1
Simdilog (1 +z) = > % -z, Q, katsayili bi¢imsel kuvvet serisinin {x €Qp | lzl, < 1}

n=1
diskinde yakinsaki oldugunu kanitlayalim.

Durum (=). © € Qp dyle ki x|, < 1 olsun.

— 0, n — 00

‘ (_1)n+1
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oldugunu kamtlayalim. Bu duruma denk olan bir durum da sudur:
-1 n+1
ord, <(7)l x") — 00, n — 0o.

Bu durumu ispatlamaya c¢aligirsak:

ord, <(_17)L"+ . x") = ord, <(_171"+> +n-ordy, () =n-ord, (x) — ord, (z) .

ord, (n) =0 < m € Z dyle ki p”* | n. Buradan, 3ng € Z dyle ki:

(n=p" -ng, ptng) = P <n = m-logp <logm = ord, (n) =m <

Durum (<). Odev!

Not. Bir x € Z,, igin

1

|:v|p<;m;f11 & |z, <p7 & zEPL, & |z], <1

Teorem 2.3. @ exp (log (1 4+ x)) =14+ wve log(exp (x)) = x esitlikleri tanumlr oldugu bilgelerde

gegerlidir.

(2) exp(z+y) = exp(x) expexp (y) ve log((1+)(1+y)) =log(1+z)+log (1 +y).



Bolim 3

Z,, ve Q) Gruplarinin Yapilar:

exp (x) ve log (1 4 x) p-sel fonksiyonlar bize:

log
1+ pZy, — pZ,
exp

grup izomorfizmalarim tanimlar. Burada 1 + pZ,,, Z;, grubunun bir altgrubudur. pZ, ile toplamsal

grup olarak Z,, esyapisaldir. Sonug olarak:

Z; = Fix 7,

izomorfizmas: vardir.

Dahasi, « € Q) igin
a=anp N tanpap N+ tagtap+ o =p N (a-n +acypp+ ).

a_n # 0 oldugundan

* ~ L *x *
Q, =p" XZ, — ZxF,xXZ

olur. Burada p? = {p" | n € Z}.

18



Bolim 4

Qp Cisminin Geniglemeleri

Soru. K/Q, sonlu bir genisleme olsun.

Qp ‘lp

o |zl =z \p, Va € Qp, kosulunu saglayan K tizerine tanimh bir || - mutlak degeri var midur?
* Boyle ||, varsa, tek bir tane midir?

Tamim 4.1. K ile bir arsimetsel olmayan |-|; mutlak degerli bir cismi gosterelim. V' bir K-vektdr

uzay1 olsun. V' iizerine ||-|| normu ile

G 7] =0 < 7=0, VieV,

G -7 = P[5, VACK, VeV, ve
) 151+ 3l < |3l + ), VoL B eV
sartlarim saglayan bir ||-|| : K — R tasvirini ifade ediyoruz.

Tanim 4.2. Aym V' vektdr uzayi {izerine tamml ||-||; ve ||-||, normlar, VY& € V i¢in

clvlly < vl <y, 3e,CeRxo

sartim sagliyorsa, bu iki norm denktir denir ve ||-||; ~ [|-||, ile gdsterilir.

Teorem 4.1. K ile arsimetsel olmayan mutlak degerli tam bir cismi ve V' ile sonlu boyutlu bir K -vektir

uzayiny gosterelim. Bu durumda, V iizerinde tanimly tiim normlar birbirine denktir.

19
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Kanit. Bu ispati1 K = Q,, icin yapacagiz. {¢1,...,%,} C V ile sabitlemis oldugumuz K-bazim gdste-

relim. V iizerinde sup normu tammhdir: V& € V,

ﬁ:Alﬁl‘i‘""‘V‘)\nﬁru >\1a'~-7)\neK

olmasi kayd ile

191l 0y = 1zg§pnlki|p~
V' tizerine herhangi bir ||| normunu alahm. Amacimz ||| ~ [|-|,,,, oldugunu géstermek.
1] = M0+ - 4 Al < (Al 1T+ -+ Anl, 1Ta]] <0 sup [Nl - sup (|5
1<i<n 1<i<n

C =mn- sup |U;| olarak tanimlarsak,
1<i<n

[0 <C- sup [|5if| = C-||7]]

sStsn

sup *

Simdj, ¢ ||7]|,,,, < ||F]], VU € V, sartim saglayacak bir ¢ € R>¢ bulacagiz.

sup —
B= {Ue 1% ‘ 15, = 1}

ile sup normuna gore birim ¢emberi diigiinelim. Bu durumda Je > 0 6yle ki V¥ € B igin ||U]| > €
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki béyle bir € > 0 bulunmasin. O halde, 3 (Z,) C B, Vn € Z>;
Syle ki

lim || Z,] = 0.
n— o0

B kiimesi sup-norma gore dizisel kompakttir. Yani, B kiimesinden secilen herhangi bir dizinin yakinsak

bir altdizisi vardir. Dolayisiyla, (Z,,) dizisinin bir altdizisi ¥ € B’ye yakinsar.
@ < max (lz =l |2al) < max (€ |z = a0y J2all)

n — oo durumunda ||Z]] = 0 olur ve bu nedenle Z = 0 olur ki bu da & € B olmas ile celisir. O
zaman, Je > 0 oyle ki

e-|9..., <, Vv € B.

sup —

Eger ¢ = € segilirse ispat tamamlanmug olur. O
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Simdi K/Q, sonlu geniglemesini diitinelim. [K : Q,] = n olsun. Kabul edelim ki
|| : K — Rxg
|| , mutlak degerinin bir genislemesi olsun. Yani,
(i) ol =0 & a=0gk, Vo € K,
(i) [N alg =I[Al, - [alg, YA€ Q, VaeK,ve
(i) o + a2l gk <ol + |2l gk, Vaq, a9 € K

sartlarini saglar. Bu durumda, ||, Qp-vektdr uzayr K nin bir normudur.
Simdi kabul edelim ki ||, ve ||, K nin, ||,’yi genisleten iki mutlak degeri olsun. O halde, |-,

ve ||/K, Qp-vektdr uzayr K’nin normlaridir. Bir 6nceki teoreme gore, Vo € K i¢n
¢-Jaly < faly < O lalx
olacak sekilde ¢, C' > 0 mevcuttur. Buradan,
¢ |2 < |2 SO 2"k

ve boylece

v ol < Jali < O7 el

n — 00 durumunda,

2] = |2|% » Vo € K.

Boylece agagidaki teoremdeki sonug elde edilmis olur:

Teorem 4.2. K/Q, sonlu genislemesi verilsin. Bu durumda,

2] = || Vo € Qp

p’

sartini saglayan

|'|K : K—)RZO

mutlak degeri en fazla bir tanedir.
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Simdi K/Q, sonlu genislemesi i¢in

|zl = lzl,,  VeeQ

sartin1 saglayan

||K : K—)RZO

mutlak degerini inga edelim.

Not. v: Z — Q, dogal gdmme olmak iizere, Z = ¢ (Z) C Q, C K oldugu i¢in, inga edilecek ||

mutlak degeri argimetsel degildir.

Hatirlatma. F bir cisim olsun ve E de F iizerine sonlu, genigleme derecesi n olan, bir cisim olsun.

o € E igin

Me: B — F

gonderimini

T o, Vre E
ile tammlayalim. Vx, x1, 22 € E ve VA € F icin:
o My (21 + T2) = Mg (1) + Mg (x2) ve
e me (Ax) = X mg ().

B ile E’nin sirali bir F-bazim sabitleyelim. [mq]|; € F™*™ olur.

Ng/p (o) == det ([ma] 5) € F.

Dikkat edilirse bu tanim, E uzaymmn sirali F-baz1 B’den bagimsizdir, ¢tinkii:

Mol = T [Mal g T —B-

Burada, T, g/, B bazindan B’ bazina taban degistirme matrisini gésterir.

Ng/p: E — F tasvirinin sagladig1 bazi énemli 6zellikler sunlardir:
* Ng/r(0g) = 0p,

* Ng/r(ad') = Ng/p (@) Ng/p (o), Va,o' € E,

« F CF' C E cisimleri i¢cin Ng/p = Np/jp o Ng/pr, ve

ONE/F(a):a[E:F], Va € F.
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Bu son 6zelligi gostermek i¢in o € F' olsun. m, tasvirini, B = {e;,...,e,} C E, F-bazina gore
yazarsak:
[ | | 1 s ]
\ \
: : ! 0
\ \
[Melp = | [ma (e1)lp : : [ma (en)lp | =
: : 0 o
\ \
\ ! o

olur. Buradan,

Ng/p () = det — o = olE F]

0 «

K /Q, sonlu bir genisleme olsun ve genisleme derecesi [K: Q,] = n olsun. Vz € K i¢in

n

2| = |Nk/q, (z)

olsun. Bu sekilde tanmimh

|'|K K= Rxo
génderimi
(i) ol =0 & a=0gk, Vo € K,
(ii) |o- Bl = lalg - 18l ks Va,p € K, ve
(iii) || = |a\p, Va € Q,
sartlarim saglar.

Teorem 4.3. ||, ginderimi ultrametrik esitsizligi saglar. Yani,
la + Bl < max (e, [8lk), Va,B8 € K.
Bu teoremin ispatindan 6nce birka¢ gézlem yapalm:

S S T
e lalx = |Nk/q, (oz)|1[)K’ @l = |Ng,(a)/0, (a)u@P(“” %] olur. Gergekten de,

: [K: Qp(a)]
Nk/q, (@) = Ng,(a)/0,°NK /0, (a) (@) = No, (0)/0, (O‘[K Qp(a)]) = (Ngy (@0, (@) ’
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ve bu nedenle

[K: Qp(a)]

alxc = [Nicsa, (@77 = [Nisa, (@], = |No, wy/a, (@)1
ciinkii:
K
[K: Qp (a)]
a € Qp(a) = [K:Qp] =[K: Qp(a)] - [Qp () : Q]
[Qp (@) : Q]
Qp

+ Ultrametrik 6zellik ile asagidaki 6zellik birbirine denktir: (Odev!) v € K igin
Vg <1 = [1+9]g <1

Bunun nedenini a¢iklamak i¢in ultrametrik esitsizligin saglandigini kabul edelim. o, 8 € K i¢in

|| < |B8| olsun. Buradan,

«

@)
“:“”ﬁ' 3

(6]
ﬂD =

< max (|1K,

> = max (1,
K

‘ ‘ K K

ispat etmeyi planladigimiz teoremi yeniden yazabiliriz:

Teorem 4.4. |-|, gonderimiy € K igin
Mg <1 = [1+9]g <1

sartin saglar.

Kanit. v € K olsun odyle ki
S S
Mk = |No, (e, (0| Jr@ el < 1.
(D @, (7) = Qp (1 +7) giinkit:

147€Q,(v) = Q(1+7v) CQ,(7)
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ve

Y=1+7)-1€Q,(1+7v) = Q(7) CQy(1+7).

Hesaplanmasi gerekenler:

1
ke = [Na, )/, ()]

ve

S N
1+ = [No, ()0, 1 +7)| [P ]

Gosterim olarak K = Q,, (7) olsun ve 3 = {1, Yy ,’y”’l} kiimesini, K nin bir Q,-baz1 olarak

sabitleyelim.
[K:Qp =n.
o € K oyle ki
n—1
a = Zai’717 ag, - - -,0n—1 GQp
i=0
olsun. ||-|| sup-normu ifade etsin. Yani,

lell = sup lai,.
0<i<n—1
A= (ai,j) S @an icin
|All = sup |a;;l
1<ij<n

ile K"*™de tanimli sup-normu gosterelim.

KL K herhangi bir Q,,-dogrusal tasviri olsun. Bu durumda,
[T]5 € Q™.

(Ozel Durum) A € Qp*", my: K — K, Q,-dogrusal déniisiimiiniin (3-bazina gbre matrisini

gOstersin. Yani,
A=[m,],, A* = [m.,e] , AR = [mop] € Q™

8> FEREE

ve I + A= [mi4,],; € Qp*". Bunun yaninda, p (z) € Q, [z] ve

p(A) = [mp(v)]ﬁ SRV
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@ iddia ediyoruz ki {HA2 || }i:O 1o dizisi tistten sinirhidir. Kabul edelim ki bu dizi iistten sinirh

olmasm. O zaman, 3i;, j=1,2,3,..., oyle ki
4= > j.

b; = HA” H, A% matrisinde yer alan n’-tane elemanin en biiyiik normunu gostersin. 3; de

normu b; olan A% matrisinin bileginini gostersin. O zaman,
A h

olur. Eger

olarak tamimlarsak, || B;|| = 1 olur. Bu gekilde
B={MeQy||M|=1}

sup-norma gore birim ¢ember i¢inde bir {B; }j:1.2 4 dizisi insa ettik. B kompakt oldugu igin

{B; }j:1 2.3... icinde yakinsak bir {Bjk}k:L2 ~altdizisi vardir. Bu dizinin yakinsadigi matris
B olsun.

1 )

det Bj = — - det (A%)

Bj

ve boylece
det (Ais ‘(det A)Y ’(NK/@;. )" ni;
|det B;|, < | (n )’p _ v _ _ P _ "Y|1§

ctinkdi |3;], > j ve

1
s = | Nicsg, (@] 57
|7 < 1 oldugundan,
1

|7‘K < 37

ve boylece
1

\detBj\ S —-
PTn

n — 00 durumunda

|d€t Bj'p =0
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olur ve bu nedenle

det B = lim det B; = 0.

n—0o0

det B = 0 olmasindan &tiirii, 31 € K — {0} dyle ki 5 bazina gére I’nin koordinat vektdrii

sartlarim saglar. § bazi ve | € K — {0} vektorii yardimiyla

Br={lAl,...,7" M}

bazim tiiretelim.

1 ) . 1 o . 1 . )
B=lim — A% = BA"= lim — - AT = A" lim — - A% = A'B

Jj—o0 j Jj—oo Dy Jj—o0 j

olur ve bunu kullanarak
[myi (D] ;=B [y'l],=BA'[l]|; = A'B[l]; =0

elde edilir.

Odev. Herhangi bir M = (m; ;) € Q2 " iin

n
et (), < (i, ) = 11"

Sonug olarak,

(I+AVK:I+<f>A+~-+<NTJ)AN1+AN

ve bu nedenle

< max HAzH <C.

~ 0<i<N

1
N N|® N
= < <
1+|x det (I 4+ A) ’p < H(I+A) H < Orgnizgv

(5)x




28

Tanim 4.3. K bir cisim olsun.

K
cebirsel \A ={aekK ’ ™ +ap1a" - tara+ag =0, ag,...,an € Ao}
genigleme
kesir(A) =F

Ao tamhk bolgesi

Sekildeki gibi tanimlanan A, K cisminin bir althalkasidir ve tamlik bolgesi Ay’ in K igindeki tamhk

kapanig1 olarak adlandirilir.

Daha 6zel olarak, K /Q, sonlu genislemesi verilsin.
A={aeK|a"+a,—10" "+ +ara+ag=0, ao,...,an € Zy},
Zy'nin K igindeki tamlik kapanig1 olarak adlandirilir.
Teorem 4.5. K/Q,, sonlu genislemesi icin Z,, ’nin tamhik kapanisi A, Q, nin bir althalkasidir ve
A={a€K |l <1)

ile betimlenir. Dahast

M={aeK|l|al <1}

bu A halkasimin yegane maksimal idealidir. Buna ek olarak, A/M sonlu cisminin eleman sayist olan p’,

[ <I[K:Qp] kosulunu saglar. Yani,

[A/M:F,] <[K:Q,.

Kanmit. A= {a € K | |a|; <1}, K cisminin bir althalkasidur, ¢iinkii Vo, o € A icin

0, =0<1 = 0¢€ A,

la F | <max(|alg,|d[x) <1 = aFa' €A

ve

lad| ;= |o|g || <1 = ad’ € A
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M, Anin yegane maksimal idealidir. Simdi A’min, Z,’nin K i¢indeki tamlik kapamg oldugunu

ispat edelim. o € K 6yle ki
a"+ap_ 106" '+ +aatar=0
kosulunu saglayan ag, a1, ..., an—1 € Zy, olsun. Eger ||, > 1 ise,

1

loly = o = |— (an—10""" + -+ a0)| o = Jan—10™ "+ -+ ag) .

ve bu nedenle

laly € max |aal|, = max ol =|aly
K = g<i<n—1 K o<i<n—1' K K

Yani, |} < |a\}l{1 olur ki, bu da bir geligkidir (¢linkii || > 1). Dolayisiyla, & € A. Yani,
{a € K | o, 7Z,, lizerine integral} C A.
Ters icerme icin, o € A secelim. Yani o € K dyle ki || < 1 olsun.
1
’NK/QP (a)uk: o] <1
olur. Ayrica, o € K, Q, iizerine cebirsel oldugu icin, Q,, iizerine minimal ¢okterimlisi vardur.

irrg g, (z) = 2° + cs12° L ez + e

olsun. Genelligi bozmadan irr, g, () = 0 denkleminin tiim koklerinin /&”de bulundugunu kabul
edebiliriz.
K'=K(og =a,a9,...,0g) ~--------------- ||
oo > [K': K]
QEK ~—-mmmmmm Br%
00 > [K: Q]
Qp - [,

o) e = ’NK/Qp (oz)ﬁ ve [0 (a)|x = ’NK/@p (a)|. Bu durumda herhangi bir
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Qp-gémmesi

icin 0 (@), «’nin esleniklerinden birisi olmak zorundadur, ¢iinkii

0=0(0) =0 (irra;q, ()

=0 (as tes10 V4 a+ Co)

-1

()’ +cs_10 ()’ "+ +cr0(a) + .

Yani, 0 (@), irre;q, (¢) ¢okterimlisinin diger koklerinden birisi olmak zorundadir. Dolayisiyla,

o (@)l = [Nksq, (0 (a))|1[)f<=17@p] ,

Bu durumda:
Odev. Nk q, (0 (a)) = Ng/q, (a).

Bu nedenle,

o (@) = lalg < 1.

irrg g, () = (z — a1) - - - (x — ) oldugundan dolay1 irr, ; g, () ¢okterimlisinin katsayilari, oy,
o(a,...,as) € Qp

simetrik ¢okterimlileri cinsinden yazilir. Dahasi,

lo(a,... 5], < 1.

Sonug olarak, o € K, Z,, iizerine integraldir.

Simdi A/M cisminin F,, cisminin sonlu bir genislemesi oldugunu ve

[A/M: Fp] <[K: Qp]

>os
..., nin
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esitsizliginin saglandigm ispat edelim. [K: Q,] = n diyelim. A/M cisminden sececegimiz herhangi
n + 1 tane @i,...,0y41 elemanmm F, iizerine dogrusal bagiml oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Biliyoruz ki ay, ..., an4+1 dogursal bagimhdir. Simdi

biar + -+ bpr1ap41 =0

olacak sekilde by,...,b,11 € Q, secelim (tabii ki hepsi birden sifir degil). Belli bir p’ ile b;’leri
carparak
ﬂi = ptbi S Zp

yapabiliriz ve en az bir tanesi Z,, — pZ,’ye diigsiin.

Bu durumda,

Bray + -+ Bryiant1 = 0.

mod M’de bakarsak,

3161 + M + Bn+1an+l e 6
Bi,...,But1 € Zy oldugundan, B, ..., B, 1 € F, ve hepsi 0 degil, giinkii
Zp — A 200N 4/Mm
halka homomorfizmalarmm bileskesinin ¢ekirdegi ker = Z, N M = pZ,, olur ve

F, 2 7, /pZ, — A/M.

Sonug olarak,

[A/M:Fy] <n=[K:Q,).

Not (Onemli Gozlem). Onceki gelistirilen teoremler sonucu

&)
S
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Qpdeki mutlak deger tek bir sekilde, Q,'nin cebirsel kapanig @p’ye genisletilebilir. $oyle ki
|-|p : @p — RZO

mutlak degeri o € @p icin

I
‘Oé|p = ’NQp(oz)/Qp (Oé)uap(a): 0p] |

K/Q, sonlu, genigleme derecesi [/ : Q,] = n olan bir genileme olsun. & € K* i¢in

ord, (a) = —log, ok -

Ek bir bilgi olarak, a € Qj i¢in de

Buradan, ord, (o) = —log,, ||, olsun. Bu durumda, o € K™ i¢in

1 1
ord, (a) = —log, ‘NK/QP (oz)’" =- log,, |NK/QP (a)‘p

olur. Dahasi,

ord, (af) = ord, («) + ord,, (8), a,peK”

esitligi vardir. Sonug olarak,

L1
Ordpl K* — EZJ’_

bir grup homomorfizmasidir ve goriintiisii ord, (K*),

Z < ordy (K“St) < ~Z

1
n
sartin1 saglar. Bu nedenle, Je € Z~( 6yle ki e | n ve

1
ord, (K*) = EZ.

Bunun sebebini su sekilde agiklayabiliriz:
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sartim saglayan bir A grubunu diigtinelim. O halde,

olur. Yani, nH, Z, toplamsal grubunun bir altgrubudur. Bu nedenle, nHH = mZ. Sonug¢ olarak,

nZ < mZ olur ve m | n. Diyelim ki n = m - e. O zaman,

H=—-7Z=-Z.

m 1
n e

Tanim 4.4. K/Q, genisleme derecesi [K: Q,] = n olan sonlu bir genigleme olsun.

1
ord, (K*) = EZ

sartin1 saglayan e | n sayisina K/Q), genislemesinin dallanma indeksi ad verilir ve e = ¢ (K/Q,) ile
g6sterilir.
Eger e (K/Q,) = 1 ise K/Q, genislemesine dallanmamis bir genislemedir denir. Ote yandan,

e (K/Q,) = nise K/Q, genislemesine tamamen dallanmis bir genislemedir denir.

K/Q, genisleme derecesi [K: Q,] = n olan sonlu bir genigleme olsun. Bu durumda

1
ord, (K*) = EZ

olur ve su tanimi verebiliriz:

Tamim 4.5. ord, (7) = é sartim saglayan herhangi bir 7 € K™ elemanmna K cisminin bir asal

elemam diyecegiz.

Gosterimi sabitleyelim. 7 € K bir asal eleman olsun. Bu durumda z € K* i¢in

esitligini veren m € Z ve u € K elemanlar1 vardir 6yle ki |u|, = 1.

Gergekten de:
1
ord, (z) = Sm= ord, (™) = ord, (-7~ ™) = ord, (z) — ord, (") =0

ve bu nedenle

=1

—m
|m ™ |K
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Ozel durum olarak K/Q, dallanmamis bir genisleme olsun. Yani, ¢ = 1. Bu durumda, p € K*
icin:

1
ord, (p) = - -log,, |NK/@p (p)|p =1

ve

1
ord, (r) = — =1=ord, (p).
e

Buradan, p = v -7, wu € K* ve |u|, = 1. Sonug olarak, eger K/Q, sonlu ve dallanmamis bir

genigleme ise, p € Q,, asal elemam, K igerisinde asal eleman olarak kalir.

Hatirlatma. K/Q, genisleme derecesi [K: Q,] = n olan sonlu bir genisleme olsun.
M ={aeK|lafg <1},

A :={a € K | |a|, < 1} halkasinin yegane maksimal idealidir. Ayrica,
pr:{ae(@p ’ |a|p<1},

Ly = {a €Qp ’ |, < 1} halkasinin yegane maksimal idealidir.

™

Ly ~mornnnss DLy,

Qp'nin kalan simf cismi Z,, /pZ, =: kg,, F, cismine esyapihdur.

kg cismini, kg, cisminin bir geniglemesi olarak gorebiliriz:

dogal

Ly — A A/M.

homomorfizma
Zy/ker — A/M &yle ki ker = Z, N M = pZ,. Bu nedenle,

Zp/pLy — AJM.

Gegen derslerde
[A/M : Zp [pZy) <1

oldugunu ispatlamigtik.
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Tanim 4.6. Gosterimleri kullanmayi stirdiirtirsek
[A/M: Zyy [Py
genisleme derecesine, K /Q), genislemesinin kalint1 derecesi ad1 verilmektedir ve f (K/Q,) ile gdste-

rilmektedir.

Teorem 4.6. K /Q,, derecesi n olan bir genisleme olsun. O halde,

e(K/Qp) f(K/Qp) = [K: Qp] = n.

Kanit. Ispatin ana hatlarim 6zetleyelim. K cisminin tamsayilar halkasim yine A ile, ve A’nin tek

maksimal idealini de M ile gosterelim.

A/M

Fp = Zp/ DLy

geniglemesinin sonlu oldugunu biliyoruz. [A/M: F,] = f olsun. cvq,...,ay € Ai¢in @y,..., a5 €
A/M bize bir Fp,-bazim tanimlasin.
ilk gzlemimiz, v, ..., ¢ € A elemanlarnin Q,, iizerine dogrusal bagimsiz olduklaridir. Tkincisi

de bu elemanlarin olugturdugu kiimenin {a1,...,ar} € A C K, K’de bir Q,-bazim tamamlamasidur.

e—1 e—1
{Oél,...,O[f,ﬂ'al,...,’ﬂ'af,...,ﬂ' Apy..., T O[f}

kiimesi K’nin bir Q,-bazidur.

Eger a € A icin o’y1 B kiimesinin dogrusal birlesimi olarak yazabilirsek, K’nin herhangi bir
B elemanm B kiimesinin elemanlarmin Q,-dogrusal birlesimi olarak yazabiliriz. Bunun sebebi de
BEK = p'B=u-7mteH c A

Simdi o € A igin: {@y,...,ar}, A/M’nin bir F,, = Z,/pZ, oldugundan dolay:

a=oa mod M =x0q + ... +xray, Ti,...,&f € Lyp[pLy.

Buradan,

CX:XOJOQ—|—...—|—X07f01f+ﬂ'")/1, ")/1614,

oyleki Xo 1,...,Xo,f € Zp ve YOJ =x,... ,YOJ = xy. Simdi, 71 i¢in aym yontermi uyguladigimiz
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zaman
a=(Xorar+--+ Xopap) + 7 (X100 + -+ Xy yop) + w2 g, vg € A.
Bu yontem siirdiiriilerek
oa=Xo101+ -+ Xoror+ X joqm+ -+ Xy popm -

elde edilir. O

Teorem 4.7. K/Q, sonlu bir genisleme olsun. [K : Qp] = n verilsin. S, K cisminin ki = A/M kalints
cisminin A’da secilmis temsilciler kiimesini gistersin. K 'nin bir asal elemant m verilsin. Bu durumda, her
a € K igin

a =17 (a9 + arm + -+ agm 4 ---)

esitligini saglayacak tek tirli tanvml ag,aq, ..., as,... € S mevcuttur.

41 Q,nin Tamamen Dallanmis Sonlu Geniglemeleri
K/Qp, derecesi [K : Q)] = n olan bir cisim genislemesi olsun. Bu durumda su denklikler mevcuttur:
* K/Q tamamen dallanmgtir.
« e(K/Q) = [K: K/Q =n.
C P/ = 1.
* Kig = kg = IFp.

Simdi tamamen dallanmig K /Q sonlu genislemesinin yapisini inceleyelim.

Gisterim. K’nin tamsayilar halkas1 A = Ok ile, Ox’nin yegane maksimal ideali de M = M ile

gosterilecektir.

Tanim 4.7. f (z) € Ok [z], basgkatsayis1 1 olan bir ¢okterimli olsun:
f(l') = ™ + am,1$77L_1 + -+ ap.

Eger f (x) ¢okterimlisi

(i) a; =0 mod p, 1=0,1,...,m—1ve
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(ii) ap =0 mod p?

sartlanim saghiyorsa, f(x) € Z, [z] ¢okterimlisine, derecesi m olan Z, iizerine tanimh Eisenstein

¢okterimlisi denir.

Onerme 4.8. f (z) € Z, [z] Eisenstein ¢okterimlisi ise f (x) indirgenemez bir cokterimlidir.

Kamit. f (z) € Zy, [z] bir Eisenstein ¢okterimlisi olsun ve a (z),b(z) € Z,, [z] i¢in

f (@) =a(z)b(z)

olarak yazilabilsin.

Biitlin h (z) € Z,, [z] ¢okterimlileri i¢in & () = h (x) mod p olsun.

O halde, 2™ = f (z) = a(x) - b(z) olur ve bu nedenle

a(z)=2", bx)=2", ve ki+ko=m

olur. Yani a(z),b(z) € Zj, [z] ¢okterimlilerinin sabit terimleri sirasiyla ag, 5o € Z,, ile gosterirsek

ag = Bp =0 mod p olur. Buradan,

apBo =0 mod p?.

Burada, o[, Eisenstein ¢okterimlisi f (z)’in sabit terimi olmasindan 6tiirii bir celiski elde edilir.

Sonug olarak, f (x) € Z, [z] indirgenemez bir ¢okterimlidir. O

Teorem 4.9. K/Q, tamamen dallanmugs derecesi n olan sonlu bir genisleme olsun. Yani,n =e. m € K,

1
ord, (7) = ————+—

e (K/Qp)

sartin1 saglayan bir eleman olsun. Yani, 1 € K asal elemanlardan birisi olsun. Bu durumda, 7, bir

2+ o122V aztag € Zy [x]

Eisentein ¢okterimlisinin bir kikidiir. Yani, ag,a1,...,0e—1 =0 mod p ve ag#Z 0 mod p.
Ote yandan, eger o € K, derecesi e olan Z,, iizerinde tanimly bir Eisenstein cokterimlisinin kokii ise,
Q, (@) /Q, genisleme derecesi e = n olan tamamen dallanmas bir genisleme olur ve o € Q, (o) bir asal

elemandar.
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Kamit. K/Q, tamamen dallanmig bir genisleme olsun. 7 ile K’nin asal bir elemanim gdsterelim.
Ayrica,

€+ Q12 4+ arz +ag € Qp [7]

7 asal elemaninin minimal ¢okterimlisi olsun. Bu durumda 7 ve 7’nin esleniklerinden tiiretilen o (7, . . .

simetrik ¢okterimlilerdir ve

1
1\ ¢
|U(7r1,...,7re)|K§(p> <1

esitsizligi saglanir. Buradan, ¢+ ac_12°" '+ -+ a1z +ag € Zy, [x] ve ae_1,...,a1,a0 =0 mod p.

Dabhasi,

|aol, = |Nk/q, (W)’p =

Sonug olarak, 2¢ + a.—12°" ! + - - + a12 + ag bir Eisenstein ¢okterimlisidir. K = Q,, ().
Ote yandan, derecesi e olan bir K/ Qp sonlu genigleme alalim. Kabul edelim ki o’min Q, iizerine

minimal ¢okterimlisi
i1To;q, (¥) = 2°+ ae—12°7 + -+ a1z + ag € Zy [2]

seklinde bir Eisenstein ¢okterimlisi olsun. O zaman, ord,, (ap) = 1. Buradan, ap =0 mod pve ag Z 0

mod p?. O halde, ag = 0 ve a1 # 0 ike ag = ag + a1p + asp® + - --. Dolayisiyla
1 1 1
ord, (a) = - -ordy, (Ng /g, (@) = - -ord, (ag) = -
ve bu nedenle dallanma indeksi [K : Q] degerine esit olur. Sonug olarak, K /Q, tamamen dallanmg

bir genislemedir. O

Lemma 4.10 (Hensel lemmasi). K/Q, sonlu genislemesi verilsin ve w ile de K nin bir asal elemanini

gasterelim. Bagskatsayisi 1 olan f (x) € Ok [x] cokterimlisi igin kabul edelim ki bir o € Ok,
@ |f () 1 e
@@ |f' ()| =1

sartlan saglansin. Bu durumda 35 € O dyle ki

fB)=0 ve [B—alg<|f(a)lg-

Sonug 4.10.1 (Hensel lemmasinin 6zel bir hali). Bagkatsayisi 1 olan f (x) € Z, [x] ¢okterimlisi igin

kabul edelim ki o € Z,, var olsun dyle ki

) Tre)
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(i) f(@)=0 modp ve

(i) f' (o) Z0 mod p.
Bu durumda 35 € Z,, dyle ki
f(B)=0 ve B=a modp.

Kanit. f = a mod p sartim saglayan 3 € Z, sayisim bir dizi ile inga edecegiz:

a=ayg+ap+ap’+..., a; € {0,1,...,p—1}.

n = 0 i¢in by = ag olur. n =1 icin:

N
flag+bip) = ci(ag+bip)' .
i=0
Bu nedenle,
f(ao +b1p) = f (ao) + ' (a0) bap+p* (---).
Dolayistyla,

f (a0 +b1p) = f (ao) + f' (a0) bip mod p*.

Hangi b; € {0,1,...,p — 1} icin
f(ag) + f' (a) bip=0 mod p?

saglanir? Tabii ki agagidaki kosulu saglayan b; igin:

f (ao)

b= (@)

mod p?.
Burada f’ (ag) = f' (o) Z0 mod p. O

4.2 Q,’nin Dallanmamis Genislemeleri

Teorem 4.11. 0 < f € Z i¢in, Q) cisminin sadece bir tane genisleme derecesi [ olan K" dallanmamas

genislemesi vardir ve bu genisleme, &,s _; € Q, ile bir ilkel birim kokii gostermek kaydy ile,

qur =Q (gpffl)

seklinde elde edilir.
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Kamit. Fps ile IF,, cisminin genisleme derecesi f olan genislemesini gosterelim. Bu sonlu cismin pf

eleman: vardir.

F; + carpimsal grubu devirli bir gruptur. @ € F; s ile bu F; + grubunun bir iiretecini gosterelim. & € IF ¢

elemany, I, iizerine cebirseldir.
p(x) =2l + a2/t +.. +a; € Fy (2] = Z,/pZy,
a’nin F, iizerine minimal ¢okterimlisini gdstersin. Her ¢ = 1, ..., f icin yle a; € Z,, secelim ki

p(@) =2 +aix! '+ a5 €Z,[z] C Q2]

ve

p(x) mod pZ, =p(z)

olsun. p (x) € Z, [z] indirgenemez bir ¢okterimlidir ¢iinkii bagkatsayilar1 1 olan a () ,b(z) € Z,, [z]
cokterimlileri p (z) = a (x) b (z) sartim saglasayds, p (z) = @ () b(z) ile p (z) gokterimlisinin indir-

genemez olmast ile gelisirdi. Son lemmadan, p (z) € Q, [x] indirgenmezdir. O

a € @p ile p(z) = 0 denkleminin ¢6ziimiinii alalim. K = Q, (@) cismini diistinelim. f(/@p

genisleme derecesi f olan bir genislemedir.
[K: Q) = [Og /Mg Zy/pLy) .
{IN(: Qp} =f (f(/@p> e (IN(/Q,,) esitligini biliyoruz. Dolayistyla,
7 (R/o,) < [R:qy)] =1
o € Q, aym zamanda O nin i¢indedir, ¢iinkii o’nin Q,, {izerine minimal ¢okterimlisi

p) =2 +a! "+ ta;€Z,[2].
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at+ Mg eOg, My oldugunu géstermek istiyoruz.
(0t Mg) + (a1 + Mg) (a+ Mg)' ™"+ 4 (ap + M) .

Zy N Mg = pZy, ve Ly/pZy, — O /Mjz oldugundan dolay1 o« + Mz € Op /Mg eleman,
p(z) € F, [2] indirgenemez ¢okterimlisinin bir kokiidiir. Buradan, f < f (IN( /Qp) olur. Daha 6nceden
buldugumuz gibi aym zamanda f(f(/Qp) < f idi. Yani, f(f(/Qp) = f. Sonu¢ olarak, K/Q,
dallanmamis bir geniglemedir.

K=Q, (&)

Gisterim. F,; ile F,, tizerinde genisleme derecesi f olan p/ elemanli sonlu cismi gésteriyoruz.

S F} grubunun bir iireteci olsun. Bu durumda;

a € @p vardir ki:

Hensel’in lemmasindan o € @p ilkel p/ — 1. birim koktiir ¢iinkii a?’ =1 = 0. Bu nedenle,

Qp (@) = Qp (&r—1) =t K},

Q) tizerine genisleme derecesi f olan dallanmamis herhangi bir genellemedir.
Odev. f1| f2 = K} C K}
Dolayisiyla:
Unr g,
F>1
ki bu birlegim @p cisminin bir altcismidir. o« € K} ve § € K olacak sekilde 1 < fi, f> € Z vardur.
Odev. fi| fifz, fol fife = a,B€ K}y,
Dahas: a F 3, a3, a/B € K}y, . Aynica, a F B, aff, a/B € U K§".

f21

Tanim 4.8. | K}" =: Q" ile gosterilen Q,’nin genislemesine, (,’nin maksimal dallanmamusg
21
geniglemesi ad: verilir.

Q}" cismi aritmetiksel olmayan mutlak degerli bir cisimdir ve || p ile gosterilen bu mutlak deger

Q, iizerine Q,’nin ||, mutlak degeri tarafindan tamamlanmis olan ||, mutlak degerinin Q}"ye
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kistirlmasindan elde edilir.

zy ={acqy

al, <1}

halkas1 ;" cisminin tamsayilar halkasidir. Bu halkanin tek bir M7" maksimal ideali vardir ve

My ={acqy

lal, < 1}

olarak tamimlanir. Bu durumda

Not. K/Q, derecesi i = e(K/Q,) f(K/Qp) =: e- f olan bir genisleme olsun. Bu durumda «,

K§"-katsayil derecesi e olan bir Eisenstein ¢okterimlisinin kokii olmak tizere:

K = K¥ (a)
[K: Kﬂ —c
K}” = Qp (gpffl)

K@) = f

Qp
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Tate Cismi Qp

Gosterim. @p ile Q,’nin cebirsel kapamgini gosterelim.

Daha &nce yaptiklarimizdan, Q,, iizerine tamumh olan || » p-sel mutlak degeri tek bir sekilde @p

cismine yiikseltmek miimkiindiir. @p tizerine tamimli bu mutlak deger tekrar || p ile gosterilecek.
Teorem 5.1. Q, cismi ||, mutlak degerine gore tam degildir.
Kant. @p cismi i¢inde yakinsak olmayan bir {a;} Cauchy dizisi inga etmemiz gerekiyor.

o by, @p icinde bir ilkel p? — 1. kok. Yani, bfz_l = 1 ve biitin m < p? — 1 i¢in " # 1. Bu

durumda ¢’ > 7 i¢in:

Odev. 2/ |27 = (pT*l . 1) ’ (p2” . 1).

v
2 2
1 -1 .. .. . .
Buradan bf =1 = bf =1 olur. Yani, i’ > 7 ise b; say1si, by sayisin bir kuvveti olur.

i
* a; =Y b;jp"i. Burada
=0

> 0=Ng< N3 <Nz <:--<N; <--- artan 0’dan biiyiik tamsayilar dizisidir.

> bj’ler, j=0,...,i, a; sayisiun p-sel agihminda yer alan Teichmiiller basamaklaridur.
Sonug olarak, {a;} bir Cauchy dizisidir:
|ait1 — ail, = |biap™it|

ve boylece
1 Niq1
hm \aH_l — ai‘p = (> =0.
71— 00 p

43



44

0= Ny < Ni < Ny < --- artan tamsayilar dizisini 6zel olarak sececegiz. ilk olarak N;

tamsayilary, j = 0,1,...,4 icin tammlanmis olsun.
i
a; = Z biji S Qp (bz) .
§=0

Ikinci bir sonuc olarak, K = Qp (b;) = Qp (ai). Burada, Q, (b;), Q, iizerine Galois dallanma-

mus ve genigleme derecesi 2 olan tek geniglemedir.

Acik olarak Q,, (b;) C Qp (a;).

sartin1 saglayan bir o Qp-otomorfizmasi alalim. a;’yi sabitleyecek, asikar olmayan bir o mevcut

degildir:

o(a)=o > bp" | => a(b;)p".
=0

Jj=0

o: K =Q, (b;) = K asikar olmayan bir Q,-otomorfizmasi. Bu nedenle o (b;) # b;. Buradan,

i

o(a) =Y ob)p" #Y b =a
j=0

§=0
. . . . p2 -1
ciinkii b;, 7=0,...,4, Teichmiiller basamaklarim gosterir. o (b;) — 1 = 0. Dolayisiyla,
Qp (a;) = Qy (bi) = K.

Odev. INiy1 > N; dylekia;, n < 2,

n—1
)

Gy + Qp—1a + - +oaa; +ap =0 mod plitt

mod pVi+1-denklemlerininn higbirini saglamaz.

* Simdi {a;} Cauchy dizisinin @p icinde yakinsak olmadigim gorecegiz. Kabul edelim ki Ja € @p

oyle ki 1li>I£lo a; = a olsun. a € @p oldugundan dolayi, a elemam Q,, iizerine cebirseldir. Yani,
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hepsi p ile béliinmeyen o, ..., o, € Z) Syle ki

1

apa” +ap_1a" "+ +aja+ag =0.

, i
2! > n olacak sekilde i secelim. O zaman a = a; mod pYi+! olur. a; = bijj oldugundan
§=0

-1 _ -1 N;
O=apa" +ap_1a" "+ Faia+ oy = anal +ap_ral” +---+ara;+ag mod pitt,

Tanim 5.1 @p, @p cisminin || » mutlak degerine gére tamlamgina Tate cismi denir.
Gosterim. Tate cismi 0, ya da C,, ile gosterilir.

Lemma 5.2 (Krasner’in lemmasi). K ile tam, arsimetsel olmayan mutlak degerli bir cismi gisterelim.

f (z) € K [x] ¢okterimlisinin kiklerini o, ..., cq € K ile gisterelim. Eger B € K
‘ﬁ*OZ1|<‘Oé170Q‘|, VZG{Q,,d}

sartin saglarsa K (1) C K (5) olur.

Kamit. L = K () ve M = L(a,...,aq) olsun. Yani, M cismi f (z) ¢okterimlisinin parcalams
cismidir. Buradan, M/L bir Galois genislemesidir. ¢ € Gal (M/L) olsun. Mutlak degerin Galois
degismezliginden dolay1

18 —ail =lo (B —a)l=[8—0(a)

olur ve bu nedenle

|l — o (an)] < max (jay = 8], [8 — o (a1)]) = max (lax = B, [8 — aa]) = |ea = B3]

Teorem 5.3. ), cismi cebirsel olarak kapalidur.

Kamit. Q,, ile 0, cisminin cebirsel kapamgin gosterelim. o € Q,, olsun. f (z) := irre ; @, (7) € Q, [2],

o’nin €, iizerine minimal ¢okterimlisi olsun. 2, iizerinde |-| mutlak degeri olan bir cisimdir.

O={BeQ ||l <1},
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), cisminin degerlendirme halkasi olsun. a € €, gerekli sekilde ayarlanarak kabul edilebilir ki

irrg. o (z) = f (x) € O [z] bagkatsayis1 1 olan bir ¢okterimli olsun:
f@) =a2"+ap_ 12"+ +ao, a; €O
ve ] = v, (g, . .., iy, f () gokterimlisinin ﬁp icindeki kokleri olsun.
C= I”Ln?él{l loe — oy .
g@)=a"+b, 12" 1+ b € O@P [x] soyleki Vie{l,...,n}
la;, —bi| < C™.

Burada by,...,b, € @@p secimini yapabiliriz, ¢iinkii €, = @, oldugundan dolay1 Q,, €, icinde ve

O@p, O i¢inde yogundur. f1, ..., 8, € Q,, ¢ (x) cokterimlisinin kékleri olsun. Bu durumda:
g(@)=1](-5)
i=1

ve boylece f () = 0 oldugundan

Hla*&\ =lg(a)l =1g(a) = f (@) = [(an-1 = bu—1) """+ + (a0 — bo)

ve bu nedenle

n

H la — B;] < max |a; — b| - |o|” " < max|a; — b;| < C.
K3 7

i=1

Sonug olarak,

\a—ﬁi|<C’:r_r;g1|a—ai|§|a—ai|, i=2,...,n.
7

Krasner’in lemmasindan, o € Q, (3;) = Q, olur. Dolaywsiyla, @« € Q, = « € €, Kisaca, Q, = Q,

olur. Yani, §2,, cebirsel olarak kapalidir. O
Q, ord,, R-degerli
ord,, Q-degerli

|

» ord,, Z-degerli

o ol—
]
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