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Bu metin, 19–23 Haziran 2017 tarihlerinde Çakılarası Ma-
tematik Köyü’nde verilen aynı başlıklı dersin notlarından
oluşmaktadır. Bu notların hazırlanmasında, ilk dört bölü-
müm kimi yerlerinde Mattila’nın [2] kitabından yararlanıl-
mıştır. Bernoulli konvolüsyonları ve bahsedilen afin sisteme
uygulaması hakkındaki teknikler ise [6] ve [4] makalelerinden
derlenmiştir.

1 Hausdorff ölçüsünün tanımı
Önce s ≥ 0 ve δ > 0 için s boyutlu δ-önölçüyü tanımlayalım:

Tanım 1. s ≥ 0, δ > 0 ve A ⊆ Rd olsun. O halde

Hsδ(A) := inf

{∑
|Ei|s : A ⊆

⋃
i

Ei ve her i için |Ei| ≤ δ

}
,

(1)
burada infimum tüm sayılabilir δ-örtüler üzerinden alınmak-
tadır.

Dikkat edilirse Hsδ bir ölçüdür ama bir Borel ölçüsü değil-
dir:

Örnek 2. d = 2, s = δ = 1 ve A kümesini 1 birim çaplı
bir kapalı top alalım. A’nın içini U ve topolojik sınırını S
ile gösterirsek A = U t S olur ve her üç küme de Borel’dir.
Örtü olarak {A} alarak hemen

H1
1(U),H1

1(S) ≤ H1
1(A) ≤ 1

olduğunu görebiliriz. Öte yandan π ile x eksenine izdü-
şümü gösterirsek, her E kümesi için |E| ≥ |πE| olduğundan,
U ’nun herhangi bir {Ei} örtüsü için∑

i

|Ei| ≥
∑
i

|πEi| ≥ 1

olmalıdır, bu son eşitsizlik, izdüşümlerin 1 uzunluğunda
bir aralığı örtmek zorunda olmasından ileri gelir. Bu da
H1

1(U) ≥ 1 alt sınırını verir. Aynı argümanlarla

H1
1(U) = H1

1(S) = H1
1(A) = 1

elde ederiz ki A = U t S olduğundan H1
1’in Borel kümele-

rinde ölçü gibi davranmadığını görmüş oluruz.
Buradaki sorun, Hsδ dış ölçüsünün çapı ≤ δ olan kümeleri

ayırmakta yetersiz kalmasıdır. Sezgisel olarak δ → 0 iken
davranışının bir metrik dış ölçününkine, dolayısıyla bir Borel
ölçüsününkine dönüşmesi beklenir. Dikkat edilirse (1) ifadesi
δ’ya göre azalmayan şekilde monotondur, dolayısıyla

Hs(A) := lim
δ→0
Hsδ(A) (2)

limiti iyi tanımlıdır.

Teorem 3. Hs bir Borel ölçüsüdür.

Kanıt. Hs(∅) = 0 olduğu ve monotonluk kolayca görülür.
Her δ > 0 için

Hsδ(
⋃
An) ≤

∑
n

Hsδ(An) ≤
∑
n

Hs(An)

olduğundan δ → 0 ile sayılabilir alttoplanabilirlik de ka-
nıtlanmış olur, dolayısıyla Hs bir ölçüdür. Borel olduğunu
göstermek için metrik olduğunu göstermek yeterlidir: Şimdi
aralarındaki uzaklık ε > 0 olan birer A ve B kümesi ala-
lım. Her δ < ε için, A∪B birleşimini örten her δ-örtüsünde,
örtüyü oluşturan kümeler bu iki kümenin en çok birisi ile
kesişebilir. Böylece birleşimin her δ-örtüsü, A ve B’nin bi-
rer (ayrık) δ-örtüsünün birleşimi olarak yazılabilir. Bu bize
δ < ε için

Hsδ(A ∪B) = Hsδ(A) +Hsδ(B)

verir ve δ → 0 ile aynı eşitlik Hs için elde edilir. Böylece Hs
metrik ve Borel olur.

Birkaç noktaya değinelim:

• Hausdorff ölçüsünün Rd dışında herhangi bir metrik
uzayda da tanımlanabileceğine dikkat ediniz. Her ne ka-
dar gösterimimizde açıkça yer almasa da, Hs’in anlam-
landırılabilmesi için hangi uzayda çalışıldığının biliniyor
olması gerekir. Bu metinde, aksi belirtilmedikçe çalıştı-
ğımız uzayın Rd olduğunu varsayacağız.

• (1)’deki örtülerin konveks ve kapalı kümelerden oluş-
masını istersek denk bir tanım elde ederiz.

• d = 1 durumunda H1 ölçüsünün L Lebesgue ölçüsü
olduğu kolayca görülebilir. Genel olarak Rd üzerindeki
Hd ölçüsü, Ld’nin bir skaler katıdır.

Örnek 4. Rd içinde L uzunluğunda bir doğru parçası alır-
sak, bu parçayı kendisinin örtüsü olarak kullanarak H1 öl-
çüsünün en çok L olması gerektiğini görebiliriz. Öte yandan
yukarıdakine benzer argümanlarla, herhangi bir örtü için kü-
melerin çapları toplamının ne azından L olması gerektiği çı-
kar, yani L uzunluğundaki doğru parçasının H1 ölçüsü tam
olarak L olmalıdır.

Örnek 5. Önceki örnekten devamla, eğer γ : [0, 1]→ Rd bi-
rebir ve C1 ise ve Γ = γ([0, 1]) dersek, Γ kümesini standart
yaklaştırma argümanları ile doğru parçalarının yanyana gel-
mesi ile oluşmuş gibi düşünebiliriz ve H1(Γ) =

∫ 1

0
|γ′| = `(γ)

olduğu görülür.
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Şimdi sabit bir A ⊆ Rd kümesi için Hs(A) ölçüsünün s ile
nasıl değiştiğine bakalım:

Lemma 6. A ⊆ Rd ve s > t olsun.

1. Eğer Hs(A) > 0 ise Ht(A) =∞ olur.

2. Eğer Ht(A) <∞ ise Hs(A) = 0 olur.

Kanıt. Sadece ilk kısmı kanıtlayacağız, diğeri benzerdir. s =
t + ε yazalım. 1 > δ > 0 ve{Ei} örtüsü A kümesi için her-
hangi bir δ-örtüsü olsun. Bu durumda∑

i

|Ei|t =
∑
i

|Ei|s−ε ≥ δ−ε
∑
i

|Ei|s ≥ δ−εHsδ(A)

olur ve bu bize Htδ(A) ≥ δ−εHsδ(A) verir. Şimdi δ → 0 ile
istenen sonuç gelir.

Bu sonuç bize sabit bir A kümesi için t değeri arttıkça,
Ht(A) değerinde sonsuzdan sıfıra ani bir düşüşün gerçekleş-
tiği bir kırılma noktası olduğunu söyler. Kolayca görüleceği
üzere, her ε > 0 için Hd+ε(Rd) = 0 olduğundan bu kırılma
değeri en çok d olabilir. O halde şu sonuca varabiliriz:

Sonuç 7. A ⊆ Rd olsun. Bu durumda

sup {s ≥ 0 : Hs(A) > 0} = inf {s ≥ 0 : Hs(A) = 0} . (3)

Burada sup ∅ := 0 ve inf ∅ := d olarak yorumlanacaktır.

Tanım 8. Yukarıdaki (3) ifadesindeki ortak değere A kü-
mesinin Hausdorff boyutu denir ve dimA (veya dimH A) ile
gösterilir.

Bir A kümesi ve s = dimA için Hs(A) değeri [0,∞] aralı-
ğından herhangi bir değer olabilir, bu durumun örneklerini
göreceğiz. Hemen şu gözlemde bulunabiliriz:

Olgu 9. Bir s değeri için 0 < Hs(A) <∞ ise dimA = s.

Örneklere geçmeden önce Hausdorff ölçü ve boyutunu bul-
mamıza yardımcı birkaç sonuca değinelim:

Teorem 10. A,A1, A2, . . . ⊆ Rd olsun.

1. f : Rd → Rk bir L-Lipschitz dönüşüm ise Hs(f(A)) ≤
LsHs(A) olur. Buradaki her bir Hausdorff ölçüsü ilgili
uzay üzerinde alınacaktır.

2. Rd’deki bir kümenin herhangi bir boyuttaki Hausdorff
ölçüsü izometriler ve ötelemeler altında değişmez.

3. dim(
⋃
nAn) = supn dimAn.

Kanıt. İlk madde için, A kümesinin verilen herhangi bir
{Ei} δ-örtüsünden, f(A) kümesi için {f(Ei)} (Lδ)-örtüsünü
elde edebileceğimizi görelim. Şimdi |f(Ei)| ≤ L|Ei| olmasın-
dan kolayca

HsLδ(f(A)) ≤
∑
i

|f(Ei)|s ≤ Ls
∑
i

|Ei|s

ve infimum yoluyla HsLδ(f(A)) ≤ LsHsδ(A) elde edilir. δ → 0
limiti ile sonuç gelir. İkinci kısmı alıştırma olarak bırakıyo-
ruz. Son maddede ise, monotonluktan her bir s ve n için,
A :=

⋃
nAn yazarak

Hs(A) ≥ Hs(An)

gelir, bu ise (3) tanımı hatırlandığında dimA ≥ dimAn ve-
rir. Dolayısıyla dimA ≥ dim supnAn olur. Diğer yön içinse
s = supn dimAn diyelim ve ε > 0 rastgele verilsin. Her bir
n için Hs+ε(An) = 0 olacağından Hs+ε(A) = 0 elde edi-
lir. Bu her ε > 0 için doğru olduğundan, yine tanım gereği
dimA ≤ s olmak zorundadır, dolayısıyla dimA = s.

Yukarıdaki teoremin üçüncü kısmı, Hausdorff boyutunu,
Minkowski (kutu) boyutu gibi diğer bazı yaygın kullanılan
boyut türlerine göre daha iyi davranışlı yaptığına dikkat çe-
kiyoruz. İlk kısmının bir sonucu olarak da, Lipschitz dönü-
şümler altında Hausdorff boyutunun artmadığı görülebilir.

Örnek 11. A tekil bir nokta ise her s > 0 için Hs(A) = 0
ve H0(A) = 1 olduğu görülür. Kısacası, H0 sayma ölçüsüdür
ve sayılabilir çokluktaki her küme de 0 boyutludur.

Örnek 12. s > d ise Hs(Rd) = 0. Dolayısı ile Rd’de bir
kümenin Hausdorff boyutu en fazla d olabilir. Bunu görebil-
mek için A := [0, 1]d kümesinin Hs ölçüsünün 0 olduğunu
görmek yeterlidir. Bu küme çapı

√
dn−1 olan nd altkübe bö-

lünebilir, bu örtüyle
∑
|Ei|s = Cnd−s olur ve n → ∞ ile

Hs(A) = 0 gelir.

Örnek 13. R’deki klasik Cantor kümesi C olsun. Her k için
2k tane 3−k uzunluğunda aralıktan oluşan örtü ile, s = ln 2

ln 3

için Hs3−k(C) ≤ 1 gelir ki bu da Hs(C) ≤ 1 verir. Öte yan-
dan burada eşitlik olduğu görülebilir: Bize bir {Ei} δ-örtüsü
verildiğinde, biraz şişirme ile GBK örtünün sonlu olduğunu
ve her bir Ei’nin C’nin kurulumunda aynı düzeyde olması
şart olmayan birer Ii ve Ji aralığını içeren en küçük kapalı
aralık olduğunu varsayabiliriz. Şimdi x 7→ xs fonksiyonunun
konkavlığı bize |Ei|s ≥ |Ii|s+ |Ji|s verir. Demek ki Ei yerine
Ii ve Ji almak daha iyi bir örtü verir. Bu şekilde değiştir-
melerle sonlu adımda {Ei} örtüsünü, aynı bir k düzeyinin
aralıklarından oluşan örtüyle değiştirebiliriz ve böylece∑

i

|Ei|s ≥ 2k(3−k)s = 1

olur; bu da Hs(C) = 1 ve dolayısıyla dimC = s = ln 2
ln 3 verir.

Bir kümenin belli bir boyuttaki Hausdorff ölçüsünü tam
olarak hesaplamak zor olabilir ama Olgu 9’da olduğu gibi
boyutun ne olduğunu belirlemek için ölçünün tam olarak ne
olduğunu bilmek gerekmez.

Örnek 14. Düzlemdeki (1/4’er oranlı) 4-köşe Cantor küme-
sine K diyelim. Her bir k için 4k tane

√
24−k çaplı kareyle

örtü alarak H1(K) < ∞ elde ederiz. Öte yandan uygun
bir π izdüşümü için πK bir aralık ve H1(K) ≥ H1(πK) =
L(πK) > 0 olduğundan dimK = 1 elde ederiz.
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2 Borel ölçüleri ile Hausdorff boyu-
tunu belirleme, fraktal kümeler

Gördüğümüz gibi, bir kümenin Hausdorff boyutunu belir-
leyebilmek ya da hiç olmazsa alttan/üstten sınırlayabilmek
için bir s değeri için Hs(A)’nın pozitif/sonlu olduğunu gös-
termek yeterlidir. Bunun için kullanışlı teoremlerden birisi
şudur:

Teorem 15. A ⊆ Rd bir Borel kümesi, µ sonlu bir Borel
ölçüsü ve 0 < c <∞ olsun.

1. Eğer her x ∈ A için lim supr→0
µ(B(x,r))

rs ≤ c ise
Hs(A) ≥ 1

cµ(A).

2. Eğer her x ∈ A için lim supr→0
µ(B(x,r))

rs ≥ c ise
Hs(A) ≤ 10s

c µ(Rd).

Bu teorem kolayca şu sonucu verir:

Sonuç 16. A ve µ yukarıdaki gibi olsun.

1. Eğer µ(A) > 0 ve µ-hemen her x ∈ A için
lim infr→0

lnµ(B(x,r))
ln r ≥ s ise dimA ≥ s.

2. Eğer her x ∈ A için lim infr→0
lnµ(B(x,r))

ln r ≤ s ise
dimA ≤ s.

Teorem 15’in kanıtı için Vitali Örtü Teoremi’ni hatırlaya-
lım:

Teorem 17 (Vitali Örtü Teoremi). F , Rd’de sınırlı bir böl-
gede kalan bir kapalı top ailesi ise, o zaman onun öyle bir
sayılabilir ve ayrık {Bi} altailesi vardır ki

⋃
F ⊆

⋃
5Bi.

Burada 5Bi, Bi ile eşmerkezli ve 5 kat yarıçapa sahip topu
göstermektedir.

Teorem 15’nin kanıtı. (1) Herhangi bir c′ > c ve δ > 0 ala-
lım ve Aδ ile

{x ∈ A : ∀r < δ µ(B(x, r)) < c′rs}

kümesini gösterelim. Bu küme bir Borel kümesidir ve dikkat
edilirse δ → 0 iken Aδ ↗ A. Herhangi bir δ′ < δ ve Aδ’ın
herhangi bir {Ei} δ′-örtüsü için her Ei kümesini (GBK Ei∩
A 6= ∅) xi ∈ A ve ri = |Ei| olacak şekilde bir Bi := B(xi, ri)
içine koyabiliriz. Bu durumda∑

|Ei|s =
∑
|Bi|s ≥

1

c′

∑
µBi ≥

1

c′
µAδ

olur. Buradan inf alarak Hsδ′(Aδ) ≥ (1/c′)µAδ ve önce δ′ →
0, sonra c′ ↘ c ve δ → 0 ile istenen elde edilir.

(2) içinse savı her sınırlı A kümesi için kanıtlamak yeter-
lidir. Yine c′ < c rastgele olsun ve δ > 0 için

Fδ = {B(x, r) : x ∈ A, r < δ ve µ(B(x, r)) ≥ c′rs}

top ailesi olsun. Şimdi Vitali Teoremi’ni kullanarak ayrık bir
{Bi} alt ailesi alalım. Bu durumda

⋃
5Bi ⊇

⋃
Fδ ⊇ A ve∑

|5Bi|s = 10s
∑

rsi ≤
1

c′

∑
µBi =

1

c′
µ
(⋃

Bi

)
≤ µ(Rd)

c′
.

Buradan Hs5δ(A) ≤ (10s/c′)µ(Rd) ve δ → 0 ile sonuç gelir.

Açıklama 18. Daha dikkatli bir kanıtla yukarıda 10s yerine
2s alınabilir.

Bu sonuçla daha önce irdelediğimiz fraktal tipindeki kü-
melerde boyut bulmak için kullanabileceğimiz bir ölçüt elde
edeceğiz. Önce arkaplanı verelim:

Tanım 19. Her biri Rd → Rd ve Lipschitz sabiti 1’den
küçük Lipschitz dönüşümü yani büzüşme olan, sonlu tane
fonksiyonu içeren bir {F1, . . . , Fm} topluluğuna bir tekrarlı
fonksiyon sistemi (TFS) denir.

Banach Sabit Nokta Teoremi’nin en ünlü uygulamaların-
dan biri bize aşağıdaki teoremi verir:

Teorem 20. Eğer {F1, . . . , Fm} bir TFS ise, boştan farklı
ve

K =

m⋃
i=1

Fi(K)

koşulunu sağlayan biricik bir K kompakt kümesi vardır.

Bu K kümesine sistemin atraktörü denir. TFS’deki fonk-
siyonların her biri birer benzerlik (veya afin) dönüşüm ise
bu K kümesine de özbenzeşik (veya özafin) denir. Benzerlik
dönüşümü ile

∀x, y |F (x)− F (y)| = r|x− y|

olacak şekilde bir r sayısının varlığı anlaşılmaktadır. F yu-
karıdaki gibi bir benzerlik dönüşümü ise her A ve s için
Teorem 10 ile Hs(F (A)) = rsHs(A) olduğu görülebilir. Do-
layısıyla TFS benzerliklerden oluşuyor ise ve Fi(K) kümeleri
ayrık ise

Hs(K) = Hs(K)

m∑
i=1

rsi

sağlanır ki, eğer s = dimK için 0 < Hs(K) < ∞ ise∑
i r
s
i = 1 koşulu sağlanmak zorunda olur. Bu koşulu sağ-

layan biricik s değerine sistemin benzerlik boyutu denir ve
görüldüğü üzere Fi(K) parçalarının ayrık (ya da “neredeyse
ayrık”) olduğu durumda K’nın Hausdorff boyutu olmaya en
doğal adaydır. Bunun böyle olduğunu birazdan göreceğiz.

Şimdi benzerliklerden oluşan sistemlere odaklanıyoruz:

Tanım 21. {F1, . . . , Fm} TFS benzerliklerden oluşsun ve
atraktörü K olsun. Eğer Fi(K) kümeleri ayrıksa sistem
Güçlü Ayrıklık Koşulunu (GAK) sağlıyor denir. Eğer boş-
tan farklı ve sınırlı bir V açık kümesi, Fi(V ) görüntüleri
ayrık ve

m⋃
i=1

Fi(V ) ⊆ V

olacak şekilde bulunabiliyorsa, sistem Açık Küme Koşulu’nu
(AKK) sağlıyor denir.

Elbette GAK =⇒ AKK ancak tersi doğru olmak zorunda
değildir. Daha önce gördüğümüz klasik ve 4-köşe Cantor
kümeleri GAK’nu sağlarken, Sierpinski süzgeci ise yalnızca
AKK’nu sağlar.
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Birkaç gösterim belirleyelim: Ω := {1, . . . ,m}N bizim sem-
bol dizileri (adres) uzayımız olacak ve bu uzaydan K küme-
sine “izdüşüm” dönüşümünü

π(ω) = lim
l→∞

Fω1···ωl(K)

olarak tanımlayacağız. Burada ω = (ω1ω2 · · · ) varsayıyoruz.
Sonlu sembol dizilerine kelime dersek ve bunu Ω∗ ile göste-
rirsek, bir τ = (τ1 · · · τk) kelimesi için de

Fτ := Fτ1 ◦ · · · ◦ Fτk
olarak tanımlıyoruz. Bu π dönüşümünü K’nın her noktası
için bir adres kodlama olarak düşünebiliriz. GAK duru-
munda π birebir olacaktır. Bir τ kelimesi için de bu keli-
menin uzunluğunu |τ | ve Fτ (K) kümesini Kτ ile gösterelim.
Son olarak, k uzunluğundaki bir τ kelimesi için Fτ dönüşü-
münün büzüşme oranını da

rτ := rτ1rτ2 · · · rτ|τ|
olarak yazalım. Bu bölümün (ilk olarak [1]’de kanıtlanan)
ana sonucu yazmaya hazırız:

Teorem 22. Benzerliklerden oluşan bir {F1, . . . , Fm} siste-
minin benzerlik boyutu s ve atraktörü K olsun. Aşağıdakiler
birbirine denktir:

1. Bu sistem AKK’nu sağlar.

2. Öyle bir ε > 0 vardır ki, herhangi iki uyumsuz, yani
biri diğerinin başlangıcı olmayan τ ve σ kelimeleri için
‖F−1

τ ◦ Fσ − id‖ > ε sağlanır (burada afın dönüşüm
normu ya da lineer kısmın normu kullanılabilir, hepsi
eşdeğerdir).

3. 0 < Hs(K) <∞.

Kanıt. Kanıtın ana hatlarını vereceğiz. GBK |K| = 1 ol-
duğunu varsayacağız. (1) =⇒ (2) için: Eğer V AKK’ndaki
küme ise, uyumsuz τ ve σ kelimeleri için Fτ (V ) ∩ Fσ(V ) =
∅ yani F−1

τ ◦ Fσ(V ) ∩ V = ∅ olmalıdır. V açık olduğu
için, özdeşliğe yeterince yakın tüm F afin dönüşümleri için
F (V ) ∩ V 6= ∅ olduğundan savdaki gibi bir ε > 0 olmalıdır.

(2) =⇒ (3): Adres uzayımızda τ kelimesi ile başlayan ele-
manlar kümesini (silindir) [τ ] ile gösterelim. Ω üzerinde

∀τ ∈ Ω∗ µ[τ ] = rsτ

olacak şekilde biricik bir µ olasılık ölçüsü vardır. Bu ölçüyü
π ile ileri iterek K üzerinde ν := π#µ Borel ölçüsünü kura-
biliriz.

Şimdi yeterince küçük herhangi bir δ > 0 için

W (δ) :=
{
τ = (τ1 · · · τk) : rτ < δ ≤ rτ1 · · · rτk−1

}
olsun ve bir τ kelimesi için Wτ := W (rτ ) olsun. Dikkat edi-
lirse her bir W (δ) kümesi birbiriyle uyumsuz, birbiriyle ve
δ ile mutlak sabitlerle karşılaştırılabilir büzüşme oranı ve-
ren kelimelerden oluşur ve K =

⋃
σ∈W (δ)Kσ. Şimdi bir A

kümesinin r komşuluğunu U(A, r) ile gösterelim. Her τ için

I(τ) := {σ ∈W (τ) : Kσ ∩ U(Kτ , rτ ) 6= ∅}

kümesinin eleman sayısının τ ’dan bağımsız sonlu bir M üst
sınırı olduğunu iddia ediyoruz. Dikkat edilirse her σ ∈ I(τ)
için F−1

σ ◦ Fτ (K) kümesi, mutlak bir R için U(K,R) içinde
yer alır ve F−1

σ ◦ Fτ dönüşümlerinin afin ve öteleme bile-
şenleri, bunları belirleyen parametrelerin kompakt bir kü-
mesi içinde kalır. Dolayısıyla eğer bir üst sınır olmasaydı
birer σ, σ′ ∈ I(τ) için ‖F−1

σ ◦ Fτ ◦ (F−1
σ′ ◦ Fτ )−1 − id‖ =

‖F−1
σ ◦ Fσ′ − id‖ istenildiği kadar küçük yapılabilirdi.
O halde herhangi bir x ∈ K ve küçük bir r > 0 verilsin.

x ∈ Kτ ve rτ ≥ r mümkün olduğunca küçük olacak şekilde
bir τ kelimesi alalım. Elbette mutlak bir C için rτ/r ≤ C.
Bu durumda Kσ ∩ B(x, rτ ) 6= ∅ olan σ ∈ Wτ kelimeleri
I(τ)’dan gelir ve uygun mutlak sabitlerle

ν(B(x, r))

rs
≤ C ′ ν(B(x, rτ ))

rsτ
≤
∑
σ∈I(τ) r

s
σ

rsτ
≤ C ′′M.

Şimdi Teorem 15 ile Hs(K) > 0 gelir. Hs(K) <∞ kısmı ise
{Kτ : τ ∈W (δ)} örtüleri ile kolayca gösterilebilir.

(3) =⇒ (1): Öncelikle varsayım altında i 6= j ise Hs(Ki ∩
Kj) = 0 olduğunu gözleyelim. Ayrıca öyle bir a > 0 vardır ki
herhangi bir W (δ) kümesinden gelen iki σ, σ′ için rσ ≥ arσ′
olur. K’nın sonlu ve açık bir {Ui} örtüsü∑

|Ui|s < (1 + as)Hs(K)

olacak şekilde bulunabilir. Bu durumda U =
⋃
Ui ve

δ := dist(K,U c) olmak üzere, uyumsuz σ ve τ ’lar için
dist(Kτ ,Kσ) ≥ δrτ olduğunu iddia ediyoruz. Öyle ol-
masaydı F−1

τ (Kσ) ⊆ U olurdu. İlk gözlemden Hs(K ∩
F−1
τ (Kσ)) = 0 olacağından ve

Hs(F−1
τ (Kσ)) =

(
r−1
τ rσ

)sHs(K) ≥ asHs(K)

olduğundan,

Hs(K∪F−1
τ (Kσ)) = Hs(K)+Hs(F−1

τ (Kσ)) ≥ (1+as)Hs(K).

Öte yandan basit bir alıştırma ile∑
|Ui|s ≥ Hs(K ∪ F−1

τ (Kσ))

olması gerektiği görülebilir, bu da istenen çelişkiyi verir.
Şimdi 0 < ε < 1/3 sabitleyelim ve τ kelimesi için Gτ :=

U(Kτ , εrτ ) ve J(τ) = {σ ∈ W (|Gτ |) : Kσ ∩ Gτ 6= ∅} ol-
sun. Bu durumda J(τ)’nun eleman sayısı için mutlak bir
M üst sınırı olduğunu iddia ediyoruz. Aksini varsayalım, o
halde her M için #J(τ) ≥ M olan bir τ kelimesi vardır.
Ω’da, içinde τ kelimesi sonsuz kere geçen dizilerin altkümesi
Ω1 ve Ω2 := Ω\Ω1 olsun. Ergodik teoriden bilindiği üzere
µ(Ω1) = 1 ve µ(Ω2) = 0’dır (bunun için 6.1 numaralı kı-
sımdaki tanımlar ile, Örnek 46 ve Sonuç 48’e bakılabilir).
µ ölçüsünün tanımından hemen Hs(π(Ω2)) = 0 elde edi-
lir. Herhangi bir x ∈ π(Ω1) için, x’in adresinde τ kelimesi
ile biten herhangi bir σ başlangıcı alındığında, yukarıdakine
benzer argümanlarla mutlak bir C sabiti için

ν(B(x, rσ))

rsσ
≥MC
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olduğu görülebilir. Bu da Teorem 15 ile bize Hs(π(Ω1)) ≤
C ′/M ve sonuçta Hs(K) ≤ C ′/M verir. Buradan M → ∞
ile Hs(K) = 0 çelişkisi gelir. O halde sonlu bir mutlak M
sınırı vardır. Bu durumda bu sınıra ulaşan (maksimal) bir τ
kelimesi için, maksimallikten, herhangi bir σ kelimesi için

J(στ) = {σσ′ : σ′ ∈ J(τ)}

olduğu görülebilir. Buradan,

V :=
⋃
σ∈Ω∗

U(Kστ , εrστ/2)

alındığında bu kümenin AKK’nu sağladığı gösterilebilir.

Açıklama 23. AKK’ndaki V kümesi eğer K ile kesişiyorsa,
Güçlü AKK sağlanıyor denir. Yukarıdaki kanıt aslında AKK
ile Güçlü AKK’nun eşdeğerliliğini de verir. Ayrıntılar için [5]
makalesine bakınız.

Örnek 24. Bir TFS AKK’nu sağlıyorsa ve hepsi de r ora-
nında büzüştüren m tane dönüşümden oluşuyorsa, atraktö-
rün Hausdorff boyutu lnm

ln(1/r) ’dir.

Açıklama 25. Önceki teorem, aynı temel fikirlerin uyar-
lanmasıyla, konformal dönüşümlerden oluşan sistemlere de
genişletilebilir. Elbette burada benzerlik boyutunun yerini
onun bu duruma genelleştirilmiş hali olan ve

P (s) := lim
n→∞

1

n
ln sup
x∈K

∑
|τ |=n

|F ′τ (x)|s = 0

denkleminin biricik çözümü olan s sayısı alacaktır ve teore-
min ikinci koşulu da uygun şekilde uyarlanmalıdır. Bu ko-
nuda [3] makalesine bakılabilir.

2.1 Bir afin sistem örneği
TFS’de benzerlikler yerine afin dönüşümler alındığında ir-
deleme son derece karmaşık bir hal alabilmektedir. Genel
sonuçlara girmeden basit bir örneğe kısaca değineceğiz:

Doğrusal bir T : R2 → R2 dönüşümü için Fi(x) = Tx+vi,
i = 1, 2 şeklinde iki afin dönüşümlü bir sisteme bakalım.
Dahası, T ’nin (C üzerinde) diyagonelleştirilebilir olduğunu
varsayalım.

Eğer M ’nin özdeğerleri birer eşlenik karmaşık sayıysa bu
durumda uygun bir afin dönüşümle eşlenik alarak (Haus-
dorff boyutunun korunacağına dikkat ediniz) birer benzerlik
dönüşümünden oluşan eşdeğer bir sisteme geçebiliriz. Eğer
özdeğerler gerçel ise, yine uygun bir afin eşlenikle, sistemin
gerçel bir M diyagonal matrisi için {Mx,Mx+ v} şeklinde
olduğu varsayılabilir.

M =

(
λ 0
0 γ

)
olsun ve biz 1 > λ > γ > 0 olan durumu irdeleyeceğiz. Eşle-
nikteki afin dönüşümün uygun seçimiyle kendimizi v vektö-
rünün bileşenlerinin 0 ya da 1 olduğu duruma indirgeyebili-
riz. Atraktöre Kλ,γ diyelim.

Eğer v vektörü (0, 0) ise atraktör tek bir noktadır. Eğer
v = (1, 0) ise atraktör x-ekseninin bir altkümesidir. Kolayca
görüleceği üzere

dimKλ,γ =

{
1 λ ≥ 1/2,

ln 2
ln(1/λ) λ < 1/2

.

Yine v = (0, 1) durumunda ise benzer durum y-ekseni
üzerinde söz konusudur. Asıl önemli durum v = (1, 1) oldu-
ğundadır.

Önerme 26. 0 < γ < λ ≤ 1/2 ise dimKλ,γ = ln 2
ln(1/λ) .

Kanıt. Kλ,γ ’nın x-eksenine olan izdüşümü ln 2
ln(1/λ) boyutlu

bir Cantor kümesi olduğundan bu sayı dimKλ,γ için bir alt
sınırdır. Öte yandan bu atraktörün n. nesil dikdörtgenleri,
birer mutlak C ve C ′ sabiti için Cλn × C ′γn boyutlarında
ve toplam 2n tanedir. Yani çapı � λn olan 2n tane kümeyle
atraktörü örtebiliriz. Verilen bir δ > 0 için n değerini λn < δ
olacak şekilde seçersek, s = ln 2

ln(1/λ) için

Hsδ(Kλ,γ) ≤ 2nλns = 1

olur, bu da δ → 0 ile dimKλ,γ ≤ ln 2
ln(1/λ) verir.

Eğer kanıtta her bir n nesil dikdörtgeni � (λ/γ)n tane
γn × γn boyutlarında karelerle örtmeyi deneseydik

dimKλ,γ ≤ 1 +
ln(2λ)

ln(1/γ)

sınırını elde ederdik. Bu, ln 2
ln(1/λ) ’dan daha büyük bir üst sı-

nırdır. Ne var ki, λ > 1/2 olduğunda “tipik” bir durumda
atraktörün boyutu bu üst sınıra eşittir. Buna ileride değine-
ceğiz.

3 Frostman Lemması
Frostman Lemması, daha önce Teorem (15)’te gördüğümüz
ölçü yoğunluğu-boyut ilişkisinin diğer yönünü veriyor diye-
biliriz. Kısacası, Hausdorff boyutu bilinen bir küme üzerinde
belli yoğunluk sınırlarına uyan ölçülerin varlığını söyler.

En baştaki (1) tanımında δ =∞ alarak elde ettiğimiz Hs∞
ölçüsüne s boyutlu Hausdorff içeriği (Ing. Hausdorff content)
denir. Yani δ-örtüleri yerine herhangi bir sınır koymadan
tüm örtüler üzerinden infimum alınacaktır. Şunu görmek ko-
laydır:

Lemma 27. Hs(A) = 0 ancak ve ancak Hs∞(A) = 0 ise.
Ayrıca A sınırlı bir küme ise Hs∞(A) <∞.

Bir µ ölçüsü için µ(A) > 0 ise µ’nun A’ya kısıtlanıp oran-
lanmasıyla elde edilen olasılık ölçüsünü µcA ile gösterelim.
Yani

µcA(B) :=
µ(A ∩B)

µ(A)
.

Ayrıca bir m ∈ Z için Rd üzerinde her bir kenarı [ k2m ,
k+1
2m ),

k ∈ Z formunda aralıklar olan küplere m. nesil ikili (Ing.
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dyadic) küpler diyelim ve bunların topluluğunu Qm ile gös-
terelim. Dikkat edilirse her Qm uzayın bir parçalanışını verir
her bir ikili küp bir sonraki neslin 2d tane küpü ile parçala-
nır.

Tanım 28. A ⊆ Rd olsun.M(A) ile desteği A içinde kalan,
kompakt destekli ve 0 < µ(A) < ∞ şartını sağlayan Ra-
don ölçülerinin kümesini göstereceğiz. Aynı türden olasılık
ölçülerinin kümesi içinse P(A) ile yazacağız.

Teorem 29. A ⊆ Rd bir kompakt küme olsun. O halde
Hs(A) > 0 ancak ve ancak her x ∈ Rd ve r > 0 için
µ(B(x, r)) ≤ rs şartını sağlayan bir µ ∈M(A) varsa.

Kanıt. İkinci koşulun birinciyi getirdiğini Teorem (15) bize
söylemişti. Diğer yöndeki kanıtın genel yöntemi şu olacak:
Her m için 2−m ölçeğine kadar bu özelliğe sahip bir ölçü
kuracağız, bizim aradığımız ölçü de bunların limiti olacak.

GBK A kümesinin birim küpün altkümesi olduğunu var-
sayabiliriz. Bir m ≥ 1 sabitleyelim. Önce m. nesil küplerde
istendiği gibi davranan bir ölçü kurup daha sonra bununla
oynayarak önceki nesil küplerde de istenilen davranışı veren
bir ölçüye varacağız.
µm,m ölçüsünü şöyle tanımlayalım: Her Q ∈ Qm için, bu

ölçünün Q’ya kısıtlaması eğer Q ∩A = ∅ ise 0 ölçüsü olsun,
değilse ölçümüz bu parçada 2−msLdQ olarak tanımlansın (Ld
bizim d boyutlu Lebesgue ölçümüz). Dikkat edilirse tanım
gereği Q ∈ Qm için µm,m(Q) ≤ C|Q|s şartı mutlak bir C
sabiti ile sağlanmaktadır.

Şimdi (m−1). nesilde istenen davranışı sağlayabilmek için
µm,m−1 ölçüsünü şöyle tanımlayalım. Bu ölçünün bir Q ∈
Qm−1 üzerindeki kısıtlaması

{
µm,m µm,m(Q) ≤ 2−(m−1)s ise,
2−(m−1)sµm,mcQ µm,m(Q) > 2−(m−1)s ise.

Görüldüğü gibi µm,m’in kütlesi bir önceki neslin küpleri için
fazla geliyorsa fazlalığı atıyoruz, yoksa bir değişiklik yapmı-
yoruz. Yeni ölçünün m. nesil küplere verdiği kütle eskisine
göre artmadığından bu ölçü hem m hem (m− 1). nesil küp-
lerde istenen üst sınıra uyar. Bu ayarlamayı tekrar tekrar
yaparak sonunda bir µm := µm,1 ölçüsüne varabiliriz, öyle
ki her k ≤ m ve her Q ∈ Qk için

µm(Q) ≤ 2−sk

sağlanır. Üstelik, her x ∈ A için bir k ≤ m ve Q ∈ Qk
küpü µm(Q) = 2−sk = (|Q|/

√
d)s olacak şekilde bulunabilir

(bu ya m. nesilde x’i içeren küptür ya da kurulumda önceki
nesillere doğru giderken onun ataları içinde son oynamanın
yapıldığı nesildeki küptür).

Yukarıdaki son gözlemimiz ve ikili küplerin ağaç yapısını
gözetirsek, her x ∈ A için gözlemdeki koşulu sağlayan en bü-
yük küpü seçerek, her biri ≤ m. nesilden, birbirinden ayrık
ikili küplerden oluşan öyle bir Q1, . . . , Ql topluluğu vardır

ki A’yı örterler ve

µm(Rn) =

l∑
i=1

µm(Qi) =

l∑
i=1

(|Qi|/
√
d)s

= d−s/2
l∑
i=1

|Qi|s ≥ d−s/2Hs∞(A) =: c−1

olur. Şimdi νm := µmcRd olsun (yani µm’yi oranlayarak ola-
sılık ölçüsü haline getiriyoruz). Bu durumda her k ≤ m ve
Q ∈ Qk için νm(Q) ≤ c2−ks olur. Herhangi bir x ∈ Rd ve
r > 0 verildiğinde, B(x, r) topundan biraz daha geniş bir U
açık topunu, 2−k−1 ≤ r < 2−k olan k tamsayısı için her biri
Qk’da olan 2d tane ikili küple örtebiliriz, böylece sadece d’ye
bağlı bir c′ sabiti ve her m ≥ k için

νm(B(x, r)) ≤ νm(U) ≤ c2d2−ks ≤ c′rs

olur. Bu durumda, ν ölçüsünü (νm)m dizisinin (Radon öl-
çülerini zayıf*-topolojisi ile alarak bulacağımız) bir (νmj )j
altdizisinin limiti olarak alırsak, ν ölçüsü desteği A küme-
sinde kalan (dolayısıyla kompakt destekli) bir Radon olasılık
ölçüsü olur ve

ν(B(x, r)) ≤ ν(U) ≤ lim inf
j→∞

νmj (U) ≤ c′rs

sağlanır; bu da istenen sonucu verir.

Açıklama 30. Bu teorem A kümesi Borel kümesi (hatta Sus-
lin kümesi) iken de doğrudur; ancak bu genel durumun kanıtı
oldukça daha karmaşıktır.

Teoremin ilk sonuçlarından biri çarpım kümelerinin boyu-
tuna ilişkindir:

Teorem 31. A ⊆ Rd ve B ⊆ Rk boştan farklı Borel kü-
meleri olsunlar. Hs(A) > 0 ve Ht(B) > 0 ise Rd+k’de
Hs+t(A×B) > 0.

Kanıt. Lemma 27 ile Hs∞(A),Ht∞(B) > 0 gelir. O halde µ
ve ν sırasıyla A ve B için Frostman Lemması’nın verdiği gibi
ölçüler olsunlar. O halde µ× ν ∈M(A×B) ve herhangi bir
(x, y) ∈ Rd × Rk ve r > 0 için

µ× ν(B((x, y), r)) ≤ µ× ν(B(x, r)×B(y, r)) ≤ rs+t

olduğundan Hs+t(A×B) > 0.

Sonuç 32. A ⊆ Rd ve B ⊆ Rk boştan farklı Borel kümeleri
ise

dim(A×B) ≥ dimA+ dimB.

Açıklama 33. Eğer yukarıdaki sonuçta A veya B’den en az
birisinin boyutu kendi üst istif (Ing. upper packing) veya
üst Minkowski (kutu) boyutuna eşitse, eşitlik sağlanır. Bu
son koşul TFS atraktörleri gibi “düzenli yapılı” kümelerce
sağlanır.
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4 Enerji integralleri
Frostman Lemması’nın en önemli sonuçlarından biri de, bir
kümenin Hausdorff boyutunu belli integrallerin davranışı ile
karakterize etmemizi sağlamasıdır.
Rd üzerindeki bir µ ölçüsünün bir x noktasındaki s-

potansiyeli ∫
1

|x− y|s
dµ(y)

ve bu ölçünün s-enerjisi

Es(µ) :=

∫∫
1

|x− y|s
dµ(y)dµ(x)

ile verilir (bu isimlendirmede fizikten esinlenildiği hemen an-
laşılabilir).

Sezgisel olarak s değeri büyüdükçe enerjinin sonsuza ırak-
samasını bekleriz. Gerçekten de bir kırılma noktası vardır ve
bu, ölçünün destek kümesinin büyüklüğüyle ilişkilidir (des-
tek kümesinin boyutu s’e göre küçükse, kuvvet kanunundaki
kuvvet s olan bir potansiyele sahip parçacıkları bu küçük
hacme sıkıştırmak için gerekli enerjinin çok büyük olması
beklenir).

Son olarak bir A ⊆ Rd Borel kümesi için bu kümenin
s-kapasitesini

Cs(A) = sup
{
Es(µ)−1 : µ ∈ P(A)

}
olarak tanımlıyoruz (Cs(∅) := 0 olarak tanımlanır). Ana so-
nucumuzu söyleyebiliriz:

Teorem 34. A ⊆ Rd Borel kümesi ise

dimA = sup {s : ∃µ ∈M(A) Es(µ) <∞}
= sup {s : Cs(A) > 0}

ve supremumu alınan kümeler birer aralıktır.

Kanıt. Son eşitlik kapasitenin tanımından hemen gelir. Her
s < t < dimA için Ht(A) =∞ olacağından Frostman Lem-
ması bize her x ve r > 0 için µ(B(x, r)) ≤ rt olan bir µ ∈
M(A) verir. Gerekirse kısıtlama alarak µ’nün desteğinin ça-
pının < 1 olduğunu varsayabiliriz. Şimdi herhangi bir x ∈ Rd
sabitleyelim ve Bk(x) =

{
y : 2−k−1 < |x− y| ≤ 2−k

}
yaza-

lım. Dikkat edilirse her k için µ(Bk(x)) ≤ 2−kt. O halde, µ
atom içermediğinden∫

Rd

1

|x− y|s
dµ(y) ≤ C

∞∑
k=0

∫
Bk(x)

1

|x− y|s
dµ(y)

≤ C2s
∞∑
k=0

2−k(t−s) =: C ′

ve böylece Es(µ) < ∞ gelir. Bu ilk eşitlikteki ≤ yönünü
kanıtlar.

Öte yandan bir µ ∈M(A) için Es(µ) <∞ olsun. O halde
µ-hh x için, x’teki s-potansiyeli sonlu olmalıdır. Bunun so-
nucu olarak öyle birM > 0 sayısı ve µ(B) > 0 olacak şekilde
B ⊆ A Borel kümesi vardır ki

∀x ∈ B
∫

1

|x− y|s
dµ(y) ≤M.

Elbette µ ölçüsünü B’ye kısıtlayarak elde edeceğimiz ν ∈
M(B) ölçüsü için de her noktadaki s-potansiyeli üstten M
ile sınırlıdır. Öyleyse her x ∈ Rd ve r > 0 için

ν(B(x, r)) =

∫
B(x,r)

dµ(y) ≤
∫
B(x,r)

rs
1

|x− y|s
dµ(y) ≤Mrs

olur ve dimA ≥ dimB ≥ s olur. Bu da ≥ yönünü verir ve
kanıt biter.

Güzel bir uygulama olarak önceleri geometrik yöntemlerle
kanıtlanan bir sonucun enerji integralleri ve Fourier analizi
ile kanıtına değinelim:

Teorem 35. Rd’nin k-boyutlu altuzaylarına G(d, k) diyelim
ve bir L altuzayına olan dik izdüşümü πL ile gösterelim. A ⊆
Rd Borel ve s = dimA olsun.

1. Eğer s ≤ k ise hemen her L ∈ G(d, k) için dim(πLA) =
s = dimA.

2. Eğer s > k ise hemen her L ∈ G(d, k) için Lk(πLA) > 0
(ve dolayısıyla dim(πLA) = k).

Burada G(d, k) Grassman manifoldu standart ölçüsü ile
alınmaktadır.

Kanıt. Öncelikle, izdüşümler Lipschitz olduğundan boyutu
artırmaz, dolayısıyla her izdüşüm için min{k, s} bir üst sı-
nırdır. İlk sav için hemen her izdüşümde s’nin bir alt sınır
olduğunu göstermek gerekir.
G(d, k) üzerindeki standart ölçüyü σ ile gösterelim. Yal-

nızca d, k ve t’ye bağlı bir c sabiti ile, her x ∈ Rn ve r > 0
için, 0 < t < k ise∫
|πLx|−tdσ(L) ≤ c|x|−t ve σ{L : |πLx| < r} ≤ crk

|x|k
(4)

olduğu gösterilebilir.
Şimdi t < s ≤ k olsun. Teorem 34 bize A üzerinde Et(µ) <

∞ olan bir µ ∈ M(A) ölçüsü verir. Bu ölçünün πL ile ileri
itilmesiyle oluşan ölçü de µL olsun. Elbette µL ∈ M(πLA)
olur. Fubini ve (4) ile∫
Et(µL)dσ(L) =

∫ ∫ ∫
1

|a− b|t
dµL(a)dµL(b)dσ(L)

=

∫ ∫ ∫
1

|πLx− πLy|t
dµ(x)dµ(y)dσ(L)

=

∫ ∫ ∫
1

|πL(x− y)|t
dσ(L)dµ(x)dµ(y)

≤
∫ ∫ ∫

c

|x− y|t
dµ(x)dµ(y) = cEt(µ) <∞.

Demek ki σ-hh L için Et(µL) <∞ ve dolayısıyla dimπLA ≥
t. Burada tn ↗ s olacak şekilde bir dizi boyunca limit ala-
rak hemen her L için dimπLA ≥ s elde ederiz. Bu ilk savı
kanıtlar.

İkinci sav içinse, µ ∈M(A) ve Ek(µ) <∞ olsun.

DL,k(x) := lim inf
r→0

µL(B(x, r))

rk
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olsun. Biz

σ-hh L için
∫
DL,k(u)dµL(u) <∞ (5)

olduğunu göstereceğiz. Bu olduğu zaman, µL-hh u için
DL,k(u) < ∞ olduğundan, kanıttan sonra vereceğimiz te-
oreme göre µL � Lk olur. Öte yandan µL(πLA) = µ(A) > 0
olduğundan Lk(πLA) > 0 elde ederiz ve kanıt biter.

Şimdi Fatou, Fubini ve (4) yardımıyla∫ ∫
DL,k(u)dµL(u)dσ(L)

≤ lim inf
r→0

1

rk

∫ ∫
µL(B(u, r))dµL(u)dσ(L)

= lim inf
r→0

1

rk

∫ ∫ ∫
{|u−v|≤r}

dµL(v)dµL(u)dσ(L)

= lim inf
r→0

1

rk

∫ ∫ ∫
{|πL(x−y)|≤r}

dµ(x)dµ(y)dσ(L)

= lim inf
r→0

1

rk

∫ ∫
σ{L : |πL(x− y)| ≤ r} dµ(x)dµ(y) (6)

≤ lim inf
r→0

1

rk

∫ ∫
crk|x− y|−k dµ(x)dµ(y)

= cEk(µ) <∞.

Böylece (5) kanıtlanmış olur ve işimiz biter.

Açıklama 36. İkinci savın kanıtı için bilindik bir başka yön-
tem de ölçülerin Fourier dönüşümleri ile çalışmaktır.

Açıklama 37. Kanıtta DL,k(·) ve Et(µ·) gibi fonksiyonların
integrallenebilir olduğunu varsaydık. A kümesi Borel iken
bunun böyle olduğu kimi bilindik yöntemlerle gösterilebilir.

Açıklama 38. İkinci kısımda aslında istenenden fazlasını gös-
termiş olduk. Yukarıda (5)’te verilen eşitsizliği sağlayan L
altuzayları için µL � Lk ve dµL

dLk = DL,k olur, dolayısıyla
aynı eşitsizlik ∫

D2
L,k(u) dLk(u) <∞

şekline bürünür. Yani hemen her L için µL’nin Lk’ya göre
mutlak sürekli olduğunu ve Radon-Nikodym türevinin de
L2(Lk)’da olduğunu göstermiş olduk.

5 Bernoulli konvolüsyonları
0 < λ < 1 olsun. Her bir n için + veya − işaretini eşit
olasılıkla ve birbirinden bağımsız seçerek oluşturduğumuz

∞∑
n=0

±λn

serilerinin dağılımını veren ölçüye νλ diyelim. Bu ölçünün
desteği, kolayca görüleceği üzere {λx − 1, λx + 1} sistemi-
nin atraktörü olan Cλ kümesidir. λ < 1/2 iken Cλ Hausdorff
boyutu ln 2

ln(1/λ) olan bir Cantor kümesidir. Biz λ > 1/2 duru-
munda ne olduğuyla ilgiliyiz. Bu durumda Cλ bir aralıktır ve

doğal olarak νλ � L olup olmadığı sorusu ortaya çıkar. Bu-
rada kanıtlamayacağımız bir teorem, νλ özbenzeşik bir ölçü
olduğundan νλ � L veya νλ ⊥ L olması gerektiğini söyler.
Bu soru ortaya ilk atıldığında ilk seçeneğin her λ > 1/2 için
doğru olduğu tahmin ediliyordu. Erdös şunu kanıtladı:

Teorem 39. Eğer 1
2 < λ < 1 ve 1

λ bir Pisot sayısı ise,
νλ ⊥ L.

Hemen ilgili tanımı verelim:

Tanım 40. Bir cebirsel θ > 1 sayısının tüm Galois eşlenik-
lerinin mutlak değeri 1’den küçükse, θ’ya bir Pisot sayısıdır
denir.

Tanımdan kolayca çıkacağı üzere, θ bir Pisot sayısı ise
dist(θn,Z) uzaklığı geometrik hızla sıfıra gider.

Kanıta geçmeden önce bir başka gözlemde bulunuyoruz:
νλ ölçüsü,

µn :=
1

2
(δ−λn + δλn), n ≥ 0

ölçülerinin sonsuz konvolüsyonuna eşittir. Bu da Fourier dö-
nüşümünü yazmayı kolaylaştırır: Dikkat edilirse µ̂n(ξ) =
cos(λnξ) olur, dolaysıyla

ν̂λ(ξ) =

∞∏
n=0

cos(λnξ). (7)

Teorem 39’un kanıtı. Riemann-Lebesgue Lemması’na göre
eğer νλ � L ise limξ→∞ νλ(ξ) = 0 olmalıdır. Biz bunun
böyle olmadığını göstereceğiz.

Öncelikle her n için dist(θn,Z) ≤ crn olacak şekilde
0 < r < 1 ve c sabitleri olduğunu hatırlayalım. Kolayca
görüleceği üzere, herhangi bir k ≥ 1 için

∣∣ν̂λ(πθk)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ν̂λ(π) ·
k∏

n=1

cos(πθn)

∣∣∣∣∣ ≥ |ν̂λ(π)|
∞∏
n=1

|cos(πθn)|

≥ c′ |ν̂λ(π)|
∞∏
n=1

|1− c′′rn| =: c̃ |ν̂λ(π)| .

Öte yandan θ 6= 2 ve θ cebirsel tamsayı olduğundan her
n için θn /∈ Z/2 ve kolayca görüleceği üzere ν̂λ(π) 6= 0.
Buradan lim infk→∞

∣∣ν̂λ(πθk)
∣∣ > 0 gelir ve bu da istediğimiz

çelişkiyi sağlar.

Ne var ki tipik bir 1
2 <λ < 1 parametresi için νλ � L

olduğu, Teorem 35’tekine benzer yöntemlerle gösterilebilir.
Bunun için Ω = {−1, 1}N sembol uzayımız olsun ve Ω uza-
yında her basamakta 1 ve −1’e eşit olasılık veren ölçüye µ
diyelim. πλ : Ω→ R de

πλ(ω) =

∞∑
n=0

ωnλ
n

izdüşümü olsun. O halde νλ = (πλ)#µ olur. Şimdi aynen
Teorem 35’daki adımları izleyerek

Dλ(x) := lim inf
r→0

νλ(B(x, r))

r
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diyelim. Eğer
∫
Dλ(x) dνλ(x) < ∞ ise νλ � L ve hatta

dνλ/dL ∈ L2(R) olacaktır. Şimdi J ⊆
(

1
2 , 1
)
bir aralık olsun.

O halde, 6’da olduğu gibi

∫
J

∫
Dλ(x)dνλ(x)dλ

≤ lim inf
r→0

1

r

∫ ∫
νλ(B(x, r))dνλ(x)dλ

= lim inf
r→0

1

r

∫ ∫ ∫
{|x−y|≤r}

dνλ(y)dνλ(x)dλ

= lim inf
r→0

1

r

∫ ∫ ∫
{|πλ(ω)−πλ(τ)|≤r}

dµ(ω)dµ(τ)dλ (8)

= lim inf
r→0

1

r

∫ ∫
L{λ ∈ J : |πλ(ω)− πλ(τ)| ≤ r} dµ(ω)dµ(τ).

Şimdi bu son integraldeki ifadenin ne kadar büyük olabile-
ceğine bakalım. Herhangi iki ω ve τ dizinin en uzun ortak
başlangıcını ω ∧ τ ve iki dizinin farklılaştığı ilk indisi |ω ∧ τ |
ile gösterelim. Dikkat edilirse, k = |ω ∧ τ | dersek

πλ(ω)− πλ(τ) =

∞∑
n=0

(ωn − τn)λn =

∞∑
n=k

(ωn − τn)λn

= λk
∞∑
n=0

(ωk+n − τk+n)λn

ve üstteki son seri, sabit terimi ±1 ve diğer katsayıları
{−1, 0, 1} kümesinden gelen serilerdir. Sabit terimi ±1 ve
diğer katsayıları mutlak değerce ≤ 1 olan kuvvet serilerinin
kümesine F1 dersek, şunu kanıtlamak mümkündür:

Lemma 41. [0, 0.64)’ü içeren öyle bir J aralığı ve c > 0,
vardır ki, g ∈ F1 ise

∀r > 0 L({λ ∈ J : |g(λ)| ≤ r}) ≤ cr. (9)

Böylece, eğer J = [a, b] ⊆ (1/2, 0.64) ve herhangi ω, τ ∈ Ω
ve λ ∈ J için

L{λ ∈ J : |πλ(ω)− πλ(τ)| ≤ r} ≤ ca−|ω∧τ |r

olur. Bunu (8)’de kullanarak, böyle bir J için∫
J

∫
Dλ(x)dνλ(x)dλ

≤ lim inf
r→0

1

r

∫ ∫
L{λ ∈ J : |πλ(ω)− πλ(τ)| ≤ r} dµ(ω)dµ(τ)

≤ c′
∫∫

a−|ω∧τ | dµ(ω)dµ(τ)

= c′
∞∑
k=0

a−k µ× µ{(ω, τ) : |ω ∧ τ | = k} ≤ c′
∞∑
k=0

(2a)−k <∞.

En sonda 2a > 1 olduğunu kullandık. Bu da bize
(1/2, 0.64)’ün her kompakt alt aralığında, dolayısıyla bu ara-
lığın kendisinde, L-hh λ için νλ � L olduğunu söyler. As-
lında biraz daha ayrıntılı bir analiz ile şu kanıtlanabilir:

Önerme 42. L-hh λ ∈
(

1
2 ,

1√
2

)
= J̃ için νλ � L ve üstelik

ν̂λ ∈ L2(R).

Bunu bildikten sonra (1/2, 1) aralığının tamamı için is-
tediğimizi elde edebiliriz. Bunu görmek için, (7) ile her k
için

ν̂λ(ξ) = ν̂λ2(ξ)ν̂λ2(λξ)

yazılabileceğine dikkat edelim. Demek ki λ2 ∈ J̃ iken yani
λ ∈

(
2
−1
2 , 2

−1
4

)
iken ν̂λ ∈ L1(R) olur. Bunu tekrar tekrar

uygulayarak ya da benzer şekilde her k ≥ 1 için

ν̂λ(ξ) = ν̂λk(ξ)ν̂λk(λξ) · · · ν̂λk(λk−1ξ)

olduğunu görerek, λ ∈
(

2
−1

2k , 2
−1

2k+1

)
için ν̂λ ∈ L

2
k (R) dola-

yısıyla ν̂λ � L olduğu görülebilir.

Açıklama 43. Aslında, çok daha ayrıntılı bir analizle, aykırı
λ kümesinin Hausdorff boyutunun 0 olduğu da gösterilebilir.

6 Afin örneğimize tekrar bakış

Şimdi Bölüm 2.1’deki afin sisteme geri dönüp bu kez 0 < γ <
1/2 < λ durumunu irdeleyeceğiz. Söz konusu TFS {Tx, Tx+
(1, 1)} idi ve T matrisi diyagonali λ ve γ olan diyagonal
matris idi. Daha önce atraktör Kλ,γ için

dimKλ,γ ≤ 1 +
ln(2λ)

ln(1/γ)

olduğundan bahsetmiştik. Bölüm 2.1’de incelediğimiz du-
rumda boyut bundan daha küçük bir sayıya eşitti ancak
şimdi tipik bir durumda yukarıda eşitlik olduğunu göreceğiz.
Kanıtta ergodik dönüşümlerle ilgili sonuçlar kullanacağımız
için işe bu konuyla ilgili önbilgileri vererek başlıyoruz:

6.1 Ergodik dönüşümler

Bu kısımda ölçü uzayımız (X,B, µ) ve T : X → X bir
ölçülebilir dönüşüm olsun, yani her E ∈ B için T−1E ∈ B.

Tanım 44. Eğer her E ∈ B için µ(T−1E) = µ(E) oluyorsa,
T ölçüyü koruyan bir dönüşümdür denir. Eğer T ölçüyü ko-
ruyorsa, ve T−1E = E şartını sağlayan her E ∈ B için
µ(E) = 0 veya µ(E) = 1 oluyorsa, T bir ergodik dönüşüm-
dür denir.

Yukarıdaki son cümlede “T−1E = E” ifadesi “µ(T−1E M
E) = 0” ile değiştirilirse eşdeğer bir tanım elde edilir (burada
M ile simetrik fark işlemi gösterilmektedir).

Örnek 45. m ∈ Z+ için T : [0, 1] → [0, 1], Tx := mx
( mod 1) dönüşümü (Lebesgue ölçüsüne göre) ergodiktir
(kanıtı okuyucuya bırakıyoruz; ancak aşağıdaki örnekten de
yararlanılabilir).

Örnek 46. Ω = {1, 2, . . . ,m}N yani m sembolden kurulan
diziler uzayında, her indiste tüm sembollere 1/m’er olasılık
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veren µ ölçüsü için, σ(ω1ω2ω3 · · · ) = (ω2ω3ω4 · · · ) ile ve-
rilen σ “sola kaydırma” dönüşümü ergodiktir. Buradaki µ
ölçüsü, her biri eşit olasılığa sahip m sonuca sahip bir de-
neyin sonsuz kere birbirinden bağımsız şekilde tekrarlanma-
sıyla elde edilen sonuç dağılımı olarak düşünülebilir (µ’nün
tanımlı olduğu σ-cebir olarak Ω’nın Borel kümelerini alabi-
liriz; burada Ω’yı ayrık uzayların çarpımı olarak görüyoruz).
Kaydırmanın ölçüyü koruduğunu göstermek kolaydır. Öten
yandan, Ölçü Kuramı’nın bilindik teknikleri ile şu gösterile-
bilir: Eğer E ∈ B ise, µ ölçü değeri bakımından istenildiği
kadar küçük bir hata payı ile E kümesini aslında sonlu sa-
yıda basamakta verilen kısıtlamalarla tanımlanmış bir küme
olarak düşünebiliriz; yani yukarıdaki benzetmeye göre diye-
lim ilk k deneyin sonuçları üzerinden karakterize edilmiş bir
olaylar kümesi olarak düşünebiliriz. Eğer µ(T−1E M E) = 0
ise, ölçü korumadan ötürü µ(T−(k+1)E M E) = 0 olur, yani
µ(T−(k+1)E ∩ E) = µ(E). Ama şimdi T−(k+1)E kümesi
(k + 1). basamak ile 2k. basamaklar (deneyler) üzerindeki
kısıtlamalarla belirlendiğinden ve bunlar ilk k basamak üze-
rindeki koşullardan bağımsız olduğundan

µ(T−(k+1)E ∩ E) = µ(T−(k+1)E) · µ(E) = µ(E) · µ(E)

olur, burada T ’nin ölçüyü koruduğunu tekrar kullandık. So-
nuçta µ(E) = (µ(E))2 gelir ki bu da µ(E) ∈ {0, 1} demektir.

Ergodik dönüşümlerle ilgili şu Teoremi kanıtlamadan kul-
lanacağız:

Teorem 47 (Birkhoff Ergodik Teoremi). Bir (X,B, µ) ölçü
uzayında ergodik bir T dönüşümü olsun. O zaman her f ∈
L1(µ) ve µ-hh x ∈ X için

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(T kx) =

∫
f dµ.

Sonuç 48. Herhangi bir E ∈ B için yukarıda f = χE
alırsak, µ-hh x ∈ X için

lim
n→∞

#{k : 0 ≤ k ≤ n, T kx ∈ E}
n

= µ(E)

elde ederiz.

6.2 Kanıtın kalan kısmı
Önce bir tanım veriyoruz:

Tanım 49. Rd üzerindeki sonlu bir µ Borel ölçüsünün Ha-
usdorff boyutu

dimµ := inf {dimA : µ(A) > 0}

olarak tanımlanır. Ölçü yoğunluk teoremlerinden (Te-
orem 15) görülebileceği üzere eşdeğer olarak

dimµ = ess infµ lim inf
r→0

lnµ(B(x, r))

ln r

yazabiliriz.

Elbette Rd uzayındaki herhangi bir ölçünün Hausdorff bo-
yutu en fazla d olabilir. Tek boyutta Lebesgue ölçüsü için
dimL = 1 olduğu açıktır. Tanımdan hemen görüleceği üzere,
µ� L ise yine dimµ = 1 olmak zorundadır.

Açıklama 50. Benzer şekilde dim∗ µ = inf{dimA : µ(Ac) =
0} şeklinde bir “üst Hausdorff boyutu” da tanımlanabilir ama
bu, yukarıdaki tanım kadar kullanışlı değildir.

Amacımız şunu kanıtlamak:

Önerme 51. Eğer 0 < γ < 1
2 ≤ λ < 1 ve dim νλ = 1 ise

afin atraktörün Hausdorff boyutu

dimKλ,γ = s := 1 +
ln(2λ)

ln(1/γ)

olur.

Bir önceki bölümde, Lebesgue ölçüsüne göre hemen her
λ ∈ (1/2, 1) için νλ � L olduğu açıklanmıştı. Tüm bu λ de-
ğerleri için dim νλ = 1 koşulunun sağlandığına dikkat ediniz.

Kanıt için ilk olarak Ω = {0, 1}N dizi uzayını kuralım ve
atraktörümüzün noktalarını

π(ω) := (πλ(ω), πγ(ω)) :=

( ∞∑
n=0

ωnλ
n,

∞∑
n=0

ωnγ
n

)

şeklinde bir π : Ω → Kλ,γ izdüşümü ile kodlayalım. Yine
sembol uzayımızda her basamakta olasılıkları eşit dağıtan
ölçüye µ diyelim ve ν = π#µ ileri itmesi olsun. Aynı za-
manda ν’nün ilk koordinata izdüşüm altında ileri itmesi olan
(πλ)#µ ileri itmesinin verdiği ölçü de, daha önce νλ olarak
yazdığımız ölçüye bir afin dönüşüm ile eşdeğerdir. Dolayı-
sıyla gösterim yalınlığı açısından biz bu ileri itmeyi yine νλ
olarak göstereceğiz ve burada elde edeceğimiz sonuçlar daha
önceki νλ ölçümüz için de geçerli olacaktır.

Hedefimiz, dim νλ = 1 ise ν-hh z ∈ R2 için

lim inf
r↘0

ln ν(B(z, r))

ln r
≥ s,

ya da eşdeğer şekilde

µ-hh ω ∈ Ω için lim inf
r↘0

ln ν(B(π(ω), r))

ln r
≥ s (10)

olduğunu göstermek; çünkü bunu yaptığımızda Sonuç 16 ile
işimiz biter.

Varsayımımız gereği γ < 1/2 olduğu için atraktörümüzün
ikinci koordinata izdüşümü, GAK’nu sağlayan ve γ oranlı
iki dönüşümlü bir benzerlik sisteminin atraktörüdür ve biraz
yukarıda tanımladığımız gösterimi kullanarak, bir c = c(γ)
herhangi iki ω, τ ∈ Ω için

|π(ω)− π(τ)| ≥ |πγ(ω)− πγ(τ)| ≥ cγ|ω∧τ |

olduğunu görebiliriz.
Şimdi herhangi ω ∈ Ω ve r > 0 verilsin. cγk > r olacak

şekilde en büyük bir k = k(r) tamsayısı seçelim (dolayısıyla
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γk ∼ r). Bu durumda

ν(B(π(ω), r)) = µ {τ : |π(ω)− π(τ)| ≤ r}
≤ µ {τ : |ω ∧ τ | ≥ k, |πλ(ω)− πλ(τ)| ≤ r}
= 2−kµ

{
τ : |πλ(σkω)− πλ(τ)| ≤ rλ−k

}
= 2−kνλ(B(πλ(σkω), rλ−k)) (11)

olur. Burada σ : Ω → Ω ile önceki kısımdaki sola kaydırma
(dizinin ilk elemanını düşürme) dönüşümünü gösterdik. Öte
yandan dim νλ = 1 koşulu, yine Sonuç 16 ile bize

νλ-hh x ∈ R için lim inf
r↘0

ln νλ(B(x, r))

ln r
= 1 (12)

ya da eşdeğer şekilde

µ-hh ω için lim inf
r↘0

lnµ(B(πλ(ω), r))

ln r
= 1 (13)

verir. Şimdi (11) göz önüne alındığında, hangi σkω nokta-
ları için (12)’deki “tipik” davranışı göreceğimiz sorusu aklı-
mıza gelir. Sezgisel yanıt şudur: Tipik bir ω noktası ergodik
σ dönüşümü ile ötelendiğinde yörüngesi yine tipik noktalar
kümesinde kalacaktır, istenen tipik davranış çoğu ω ve k
değerleri için görülecektir. Ayrıntıları şu şekilde tamamlaya-
biliriz:

Öncelikle Egoroff Teoremi, (13) limitindeki yakınsaklığın
(ölçüsü 1’e istenildiği kadar yakın seçilebilecek) bir Ω1 kü-
mesi üzerinde düzgün yakınsaklık olduğunu söyler. Birkhoff
Teoremi’nin sonucu da, µ(Ω0) = 1 olan bir Ω0 kümesinden
seçilen her ω noktası için

lim
n→∞

#{k : 0 ≤ k ≤ n, σkω ∈ Ω1}
n

= µ(Ω1) > 0

olduğunu verir. Şimdi bir ω ∈ Ω0 sabitleyelim ve kj = kj(ω)
ile, σkω ∈ Ω1 şartını sağlayan k indislerinin oluşturduğu alt-
diziyi gösterelim. Bu en son eşitsizlik (altdizinin terimlerinin
“pozitif yoğunluk” ile dağılmış olması) bize

lim
j→∞

kj+1

kj
= 1 (14)

olduğunu söyler. Şimdi herhangi bir ε > 0 verilsin. Düzgün
yakınsaklık nedeniyle bir r0 = r0(ε) > 0 sayısını, her r < r0

ve j ≥ 1 için

ln νλ(B(πλ(σkjω), r))

ln r
≥ 1− ε (15)

olacak şekilde bulabiliriz. Dolayısıyla yeterince küçük bir r
için j = j(r) indisi

cγkj+1 < r ≤ cγkj (16)

olacak şekilde seçilirse (11) ile

ν(B(π(ω), r)) ≤ 2−kjνλ(B(πλ(σkjω), rλ−kj )) (17)

olur. Dikkat edilirse j = j(r)’nin seçimi nedeniyle rλkj �
(γ/λ)kj ve dolayısıyla r → 0 iken j → ∞ olduğundan
rλ−kj → 0 gelir. Böylece r → 0 iken (14),(15),(16) ve (17)
kullanılarak

lim inf
r↘0

ln ν(B(π(ω), r))

ln r
≥ − ln 2

ln γ
+ (1− ε)

[
1− lnλ

ln γ

]
elde edilir. Bu sonuç her ω ∈ Ω0 için doğru olduğu için,
ε → 0 ile hedefimiz olan (10) eşitsizliği kanıtlanır ve işimiz
biter.
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