Hausdorff boyutu: Ornekler ve teknikler
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Bu metin, 19-23 Hagziran 2017 tarihlerinde Cakilarasi Ma-
tematik Koyili'nde verilen ayni baglikli dersin notlarindan
olugsmaktadir. Bu notlarin hazirlanmasinda, ilk dért boli-
miim kimi yerlerinde Mattilamin [2| kitabindan yararlaml-
mustir. Bernoulli konvoliisyonlar: ve bahsedilen afin sisteme
uygulamas: hakkindaki teknikler ise [6] ve [4] makalelerinden
derlenmigtir.

1 Hausdorff olciisiiniin tanimi

Once s > 0 ve § > 0 icin s boyutlu §-6nél¢iiyii tanimlayalim:

Tamim 1. s >0, § > 0 ve A C R? olsun. O halde

Hi(A) = inf {Z |E;|*: AC UE ve her i i¢in |F;| < 6}
(1)

burada infimum tiim sayilabilir J-6rtiiler {izerinden alinmak-
tadur.

Dikkat edilirse H§ bir 6l¢iidiir ama bir Borel 6l¢iisti degil-
dir:

Ornek 2. d =2, s =6 = 1 ve A kiimesini 1 birim caph
bir kapali top alahm. A’min i¢ini U ve topolojik sinirimi S
ile gosterirsek A = U LI S olur ve her iig¢ kiime de Borel’dir.
Ortii olarak {A} alarak hemen

Hi(U), Hi(S) <Hi(4) <1

oldugunu gorebiliriz. Ote yandan 7 ile x eksenine izdii-
stimii gosterirsek, her E kiimesi i¢in |E| > |7 E| oldugundan,
U’nun herhangi bir {E;} ortisii igin

S OIE] =) |rEi| > 1

olmalidir, bu son esitsizlik, izdiiglimlerin 1 uzunlugunda
bir araligl 6rtmek zorunda olmasindan ileri gelir. Bu da
H1(U) > 1 alt stirim verir. Ayni argiimanlarla

HI(U) =Hi(S) = Hi(A) =1

elde ederiz ki A = U U S oldugundan H1i’in Borel kiimele-
rinde 6l¢ii gibi davranmadigini gérmiig oluruz.

Buradaki sorun, H3 dig 6lgiisiiniin capr < § olan kiimeleri
ayirmakta yetersiz kalmasidir. Sezgisel olarak 6 — 0 iken
davranigiin bir metrik dig 6l¢iiniinkine, dolayisiyla bir Borel
oOlglisiiniinkine dontigmesi beklenir. Dikkat edilirse (1) ifadesi
d’ya gore azalmayan sekilde monotondur, dolayisiyla

H2(A) 1= lim H3(4) (2)

i

limiti iyi tanmimhdir.
Teorem 3. H?® bir Borel él¢iistidiir.

Kanit. H*(0) = 0 oldugu ve monotonluk kolayca goriiliir.
Her 6 > 0 igin

H(J4n) <D H3(4n) <D H(An)

oldugundan & — 0 ile sayilabilir alttoplanabilirlik de ka-
nitlanmig olur, dolayisiyla H® bir 6l¢ilidiir. Borel oldugunu
gostermek i¢in metrik oldugunu gostermek yeterlidir: Simdi
aralarindaki uzaklik ¢ > 0 olan birer A ve B kiimesi ala-
lim. Her 6 < ¢ igin, AU B birlegimini 6rten her §-6rtiisiinde,
ortiiyli olusturan kiimeler bu iki kiimenin en ¢ok birisi ile
kesigebilir. Boylece birlegimin her #-ortiisii, A ve B’nin bi-
rer (ayrik) d-Ortiisiiniin birlegimi olarak yazilabilir. Bu bize
0 < € igin
HI(AU B) = H(A) + H3(B)

verir ve 6 — 0 ile ayn egitlik H* i¢in elde edilir. Boylece H?®
metrik ve Borel olur.

Birka¢ noktaya deginelim: O

e Hausdorff 6lciisiiniin R? diginda herhangi bir metrik
uzayda da tamimlanabilecegine dikkat ediniz. Her ne ka-
dar gosterimimizde agikca yer almasa da, H*’in anlam-
landirilabilmesi igin hangi uzayda ¢aligildiginin biliniyor
olmasi gerekir. Bu metinde, aksi belirtilmedikge ¢aligti-
gimiz uzayin R? oldugunu varsayacagiz.

e (1)’deki ortiilerin konveks ve kapal kiimelerden olug-
masini istersek denk bir tanim elde ederiz.

e d = 1 durumunda H' 6lgiisiiniin £ Lebesgue olciisii
oldugu kolayca goriilebilir. Genel olarak R¢ iizerindeki
H? blciisii, £%nin bir skaler katidar.

Ornek 4. R? i¢inde L uzunlugunda bir dogru parcas: alir-
sak, bu parcay1 kendisinin 6rtiisii olarak kullanarak H' 6l-
ciisiiniin en ¢ok L olmas gerektigini gorebiliriz. Ote yandan
yukaridakine benzer arglimanlarla, herhangi bir ortii igin kii-
melerin ¢aplar1 toplaminin ne azindan L olmas1 gerektigi ¢i-
kar, yani L uzunlugundaki dogru parcasmin H' 5lciisii tam
olarak L olmaldir.

Ornek 5. Onceki 6rnekten devamla, eger v : [0,1] — R bi-
rebir ve C! ise ve T' = ([0, 1]) dersek, T' kiimesini standart
yaklagtirma argiimanlari ile dogru parcalarinin yanyana gel-
mesi ile olugmus gibi diisiinebiliriz ve H(T') = fol [v| = ()
oldugu goriiliir.



Simdi sabit bir A C R kiimesi i¢in H*(A) lgiisiiniin s ile
nasil degistigine bakalim:

Lemma 6. A C R ve s >t olsun.
1. Eger H*(A) > 0 ise H'(A) = oo olur.
2. Eger H'(A) < oo ise H(A) =0 olur.

Kanat. Sadece ilk kism kanitlayacagiz, digeri benzerdir. s =
t+ ¢ yazalm. 1 > 6 > 0 ve{E;} ortiisii A kiimesi igin her-
hangi bir §-0rtiisii olsun. Bu durumda

Z |E;|f = Z |E;|°~ > 6*52 |B|* > 07 H(A)

olur ve bu bize H(A) > § H(A) verir. Simdi § — 0 ile
istenen sonug gelir. O

Bu sonug bize sabit bir A kiimesi igin ¢ degeri arttikca,
H!(A) degerinde sonsuzdan sifira ani bir diisiigiin gercekles-
tigi bir kirilma noktasi oldugunu séyler. Kolayca goriilecegi
iizere, her ¢ > 0 icin H4T¢(R?) = 0 oldugundan bu kirilma
degeri en ¢ok d olabilir. O halde su sonuca varabiliriz:

Sonug 7. A C R? olsun. Bu durumda

sup{s > 0:H°(A) >0} =inf{s >0: H’(A)=0}. (3)

Burada sup () := 0 ve inf § := d olarak yorumlanacaktur.

Tanim 8. Yukaridaki (3) ifadesindeki ortak degere A kii-
mesinin Hausdorff boyutu denir ve dim A (veya dimpy A) ile
gosterilir.

Bir A kiimesi ve s = dim A i¢in H*(A) degeri [0, oo] arali-
gindan herhangi bir deger olabilir, bu durumun o6rneklerini
gorecegiz. Hemen su gbzlemde bulunabiliriz:

Olgu 9. Bir s degeri igin 0 < H*(A) < 0o ise dim A = s.

Orneklere gecmeden énce Hausdorff 6lcii ve boyutunu bul-
mamiza yardimci birkag sonuca deginelim:

Teorem 10. A, A1, Ay, ... C R olsun.

1. f:R? — R* bir L-Lipschitz déndisiim ise H*(f(A)) <
L*H3(A) olur. Buradaki her bir Hausdorff dl¢isi ilgili
uzay tzerinde alinacaktir.

2. R%’deki bir kiimenin herhangi bir boyuttaki Hausdorff
ol¢iist izometriler ve dtelemeler altinda degismez.

3. dim({J,, An) = sup,, dim A,,.

Kanat. Tk madde icin, A kiimesinin verilen herhangi bir
{E;} é-ortusiinden, f(A) kiimesi i¢in {f(E;)} (LJ)-ortiistini
elde edebilecegimizi gorelim. Simdi |f(F;)| < L|E;| olmasin-
dan kolayca

L) < SIFENF < Y I

ve infimum yoluyla Hj 5(f(A4)) < L*H3(A) elde edilir. § — 0
limiti ile sonug gelir. Ikinci kismi aligtirma olarak birakiyo-
ruz. Son maddede ise, monotonluktan her bir s ve n icin,

A=, A, yazarak
H?(A) = H*(An)

gelir, bu ise (3) tamim hatirlandiginda dim A > dim 4,, ve-
rir. Dolayisiyla dim A > dimsup,, A4,, olur. Diger y6n iginse
s = sup,, dim A,, diyelim ve € > 0 rastgele verilsin. Her bir
n igin H5T¢(4,) = 0 olacagindan H*T¢(A) = 0 elde edi-
lir. Bu her € > 0 igin dogru oldugundan, yine tanim geregi
dim A < s olmak zorundadir, dolayisiyla dim A = s. O

Yukaridaki teoremin tiglincii kismi, Hausdorff boyutunu,
Minkowski (kutu) boyutu gibi diger baz1 yaygin kullanilan
boyut tiirlerine gore daha iyi davranigh yaptigina dikkat ge-
kiyoruz. Ilk kisminn bir sonucu olarak da, Lipschitz donii-
stimler altinda Hausdorff boyutunun artmadig goriilebilir.

Ornek 11. A tekil bir nokta ise her s > 0 icin H*(A) = 0
ve H°(A) = 1 oldugu goriiliir. Kisacasi, H° sayma ol¢iisiidiir
ve sayilabilir cokluktaki her kiime de 0 boyutludur.

Ornek 12. s > d ise H*(R?) = 0. Dolayisi ile R%de bir
kiimenin Hausdorff boyutu en fazla d olabilir. Bunu gorebil-
mek icin A := [0, 1]¢ kiimesinin H* 6lciisiiniin 0 oldugunu
gormek yeterlidir. Bu kiime cap1 vdn~! olan n? altkiibe bé-
liinebilir, bu drtiiyle > |E;|* = Cné=% olur ve n — oo ile
H5(A) = 0 gelir.

Ornek 13. R’deki klasik Cantor kiimesi C olsun. Her k icin
2% tane 37% uzunlugunda araliktan olusan ortii ile, s = E—g
igin Hj3_.(C) < 1 gelir ki bu da H*(C) < 1 verir. Ote yan-
dan burada esitlik oldugu goriilebilir: Bize bir { E;} §-ortiisii
verildiginde, biraz gigirme ile GBK 6rtiiniin sonlu oldugunu
ve her bir E;’nin C’nin kurulumunda ayni diizeyde olmasi
sart olmayan birer I; ve J; araligimi iceren en kiiglik kapali
aralik oldugunu varsayabiliriz. Simdi x — z® fonksiyonunun
konkavhigy bize |E;|® > |I;|° + |J;|® verir. Demek ki E; yerine
I; ve J; almak daha iyi bir ortii verir. Bu sekilde degistir-
melerle sonlu adimda {E;} ortiisiinii, aym bir k& diizeyinin
araliklarindan olusan ortiiyle degigtirebiliriz ve bdylece

Yo IB =253 ) =1
i

In2

n3 verir.

olur; bu da H*(C) = 1 ve dolayisiyla dim C = s =

Bir kiimenin belli bir boyuttaki Hausdorff 6l¢iistinii tam
olarak hesaplamak zor olabilir ama Olgu 9’da oldugu gibi
boyutun ne oldugunu belirlemek i¢in 6l¢iiniin tam olarak ne
oldugunu bilmek gerekmez.

Ornek 14. Diizlemdeki (1/4’er oranl) 4-kése Cantor kiime-
sine K diyelim. Her bir k i¢in 4* tane v/24~% caph kareyle
ortii alarak H'(K) < oo elde ederiz. Ote yandan uygun
bir 7 izdiigiimii i¢in 7K bir aralik ve H'(K) > H(7K) =
L(mK) > 0 oldugundan dim K = 1 elde ederiz.



2 Borel olgiileri ile Hausdorff boyu-
tunu belirleme, fraktal kiimeler

Gordiiglimiiz gibi, bir kiimenin Hausdorff boyutunu belir-
leyebilmek ya da hig olmazsa alttan/{istten sinirlayabilmek
i¢in bir s degeri igin H*(A)’nmin pozitif/sonlu oldugunu gos-
termek yeterlidir. Bunun ig¢in kullanigh teoremlerden birisi
sudur:

Teorem 15. A C R% bir Borel kiimesi, p sonlu bir Borel
olgiisti ve 0 < ¢ < o0 olsun.

1. Eger her x € A igin limsupTHOM < c 1ise

H(A) > tu(A).

w(Br)

2. Eger her x € A igin limsup,_,,==3 c ise

HE(A) < 1T p(RY).
Bu teorem kolayca su sonucu verir:
Sonug 16. A ve p yukaridaki gibi olsun.
1. Eger u(A) > 0 wve p-hemen her x

In p(B(z,)) > s isedimA > s.

Inr

e A igin

liminf, ¢

In p(B(z,r))

Inr

2. Eger her x € A ig¢in liminf, g < s ise

dim A < s.

Teorem 15’in kanit1 icin Vitali Ortii Teoremi’ni hatirlaya-
lim:

Teorem 17 (Vitali Ortii Teoremi). F, RY de sunarl bir bil-
gede kalan bir kapaly top ailesi ise, o zaman onun 6yle bir
sayilabilir ve ayrk {B;} altailesi vardwr ki |JF C U5B;.
Burada 5B;, B; ile esmerkezli ve 5 kat yaricapa sahip topu
gostermektedir.

Teorem 15'nin kanits. (1) Herhangi bir ¢ > ¢ ve § > 0 ala-
lim ve Aj ile

{re A:Vr <6 p(B(z,r)) <dr'}

kiimesini gosterelim. Bu kiime bir Borel kiimesidir ve dikkat
edilirse 6 — 0 iken As " A. Herhangi bir ' < 6 ve As’in
herhangi bir {F;} ¢’-6rtiisii i¢in her F; kiimesini (GBK E; N
A #0) x; € Aver; =|E;| olacak sekilde bir B; := B(x;,r;)
igine koyabiliriz. Bu durumda

SIEF = S IBl > S uB > uds

olur. Buradan inf alarak H% (A4s) > (1/¢')ppAs ve 6nce §' —
0, sonra ¢’ \, ¢ ve § — 0 ile istenen elde edilir.

(2) iginse savi her simirh A kiimesi igin kanitlamak yeter-
lidir. Yine ¢’ < ¢ rastgele olsun ve § > 0 i¢in

Fs ={B(z,r):xz € A, r < § ve u(B(z,r)) > r°}

top ailesi olsun. Simdi Vitali Teoremi’'ni kullanarak ayrik bir
{B;} alt ailesi alahm. Bu durumda | J5B; 2 |JFs 2 A ve

d
D> BBiT=10"> ri < %ZNBi - éu (UBi) < u(iRli )

Buradan His(A) < (10°/¢)u(RY) ve 6 — 0 ile sonug gelir.
O

Ag¢iklama 18. Daha dikkatli bir kanitla yukarida 10° yerine
2% almabilir.

Bu sonugla daha once irdeledigimiz fraktal tipindeki kii-
melerde boyut bulmak i¢in kullanabilecegimiz bir 6lgiit elde
edecegiz. Once arkaplani verelim:

Tamim 19. Her biri R* — R? ve Lipschitz sabiti 1’den
kiigiik Lipschitz doniigimii yani biiziigme olan, sonlu tane
fonksiyonu iceren bir {F},..., F,,} topluluguna bir tekrarl
fonksiyon sistemi (TFS) denir.

Banach Sabit Nokta Teoremi’nin en {inlii uygulamalarin-
dan biri bize agagidaki teoremi verir:

Teorem 20. Eger {Fi,...
ve

,Eo} bir TES ise, bostan farkl

K =] Fi(K)
i=1
kosulunu saglayan biricik bir K kompakt kiimesi vardir.

Bu K kiimesine sistemin atraktorii denir. TFS’deki fonk-
siyonlarin her biri birer benzerlik (veya afin) doniigiim ise
bu K kiimesine de 6zbenzesik (veya 6zafin) denir. Benzerlik
doniigiimii ile

Vo,y  [F(z) = F(y)| =rlz -yl
olacak gekilde bir r sayisinin varligi anlagilmaktadir. F' yu-
karidaki gibi bir benzerlik doniistimii ise her A ve s i¢in
Teorem 10 ile H*(F(A)) = r*H?(A) oldugu goriilebilir. Do-
layisiyla TFS benzerliklerden oluguyor ise ve F;(K) kiimeleri
ayrik ise

saglanir ki, eger s = dimK igin 0 < H5(K) < oo ise
;75 = 1 kosulu saglanmak zorunda olur. Bu kosulu sag-
layan biricik s degerine sistemin benzerlik boyutu denir ve
goriildiigii tizere F;(K) pargalarimin ayrik (ya da “neredeyse
ayrik”) oldugu durumda K’nin Hausdorff boyutu olmaya en
dogal adaydir. Bunun bdyle oldugunu birazdan gorecegiz.
Simdi benzerliklerden olugan sistemlere odaklaniyoruz:

Tanim 21. {Fy,...,F,} TFS benzerliklerden olugsun ve
atraktoriit. K olsun. Eger F;(K) kiimeleri ayriksa sistem
Giligli Ayriklik Kogulunu (GAK) sagliyor denir. Eger bos-
tan farkli ve smurh bir V' agk kiimesi, F;(V) goriintiileri
ayrik ve

URv)cv

olacak gekilde bulunabiliyorsa, sistem Ac¢ik Kiime Kosulu'nu
(AKK) saghyor denir.

Elbette GAK = AKK ancak tersi dogru olmak zorunda
degildir. Daha 6nce gordiigiimiiz klasik ve 4-koége Cantor
kiimeleri GAK’nu saglarken, Sierpinski siizgeci ise yalnizca
AKK’nu saglar.



Birkag gosterim belirleyelim:  := {1,..., m}" bizim sem-
bol dizileri (adres) uzayimiz olacak ve bu uzaydan K kiime-
sine “izdiigim” doéniigimiini

m(w) = lim F,, ..., (K)
=00
olarak tamimlayacagiz. Burada w = (wyws - - ) varsaylyoruz.
Sonlu sembol dizilerine kelime dersek ve bunu Q* ile goste-
rirsek, bir 7 = (71 - - - 7;) kelimesi igin de

F.:=F, o0---0F,

olarak tamimliyoruz. Bu 7 doniigtimiinii A ’nin her noktasi
igin bir adres kodlama olarak diisiinebiliriz. GAK duru-
munda 7 birebir olacaktir. Bir 7 kelimesi igin de bu keli-
menin uzunlugunu |7| ve F(K) kiimesini K, ile gdsterelim.
Son olarak, k£ uzunlugundaki bir 7 kelimesi i¢in F’. doniigii-
miiniin biizligme oranimi da

Tr =T Try T

olarak yazalim. Bu boliimiin (ilk olarak [1]’de kanitlanan)
ana sonucu yazmaya haziriz:

Teorem 22. Benzerliklerden olusan bir {Fy, ..., F,,} siste-
minin benzerlik boyutu s ve atraktori K olsun. Asagidakiler
birbirine denktir:

1. Bu sistem AKK’nu saglar.

2. Oyle bir ¢ > 0 varder ki, herhangi iki uyumsuz, yani
biri digerinin baslangict olmayan T ve o kelimeleri i¢in
|F~t o Fy —id| > e saglanar (burada afin déniisim
normu ya da lineer kisman normu kullanilabilir, hepsi
esdegerdir).

3.0 < H(K) < .

Kanst. Kanitin ana hatlarimi verecegiz. GBK |K| = 1 ol-
dugunu varsayacagiz. (1) = (2) i¢in: Eger V' AKK’ndaki
kiime ise, uyumsuz 7 ve o kelimeleri i¢in F, (V) N F,(V) =
0 yani F-1 o F,(V) NV = ( olmahdir. V agik oldugu
igin, 6zdeglige yeterince yakin tiim F' afin déniigiimleri igin
F(V)NV # 0 oldugundan savdaki gibi bir € > 0 olmalidir.
(2) = (3): Adres uzaymmzda 7 kelimesi ile baglayan ele-
manlar kiimesini (silindir) [7] ile gosterelim. 2 tizerinde

S

VT e ulr] =13

olacak sekilde biricik bir p olasilik 6l¢iisii vardir. Bu 6dl¢iiyii
w ile ileri iterek K iizerinde v := myu Borel 6l¢iistinii kura-
biliriz.

Simdi yeterince kiigiik herhangi bir 6 > 0 igin

W((S) = {T: (Tl"'Tk): Tr <6§r7_1...7n7_k71}

olsun ve bir 7 kelimesi i¢in W, := W (r;) olsun. Dikkat edi-
lirse her bir W () kiimesi birbiriyle uyumsuz, birbiriyle ve
0 ile mutlak sabitlerle karsilagtirilabilir biiziigme orani ve-
ren kelimelerden olugur ve K = UUGW((;) K,. Simdi bir A
kiimesinin r komgulugunu U (A4, r) ile gosterelim. Her 7 i¢in

I(r):={oceW(r): K,NU(K,,r.) # 0}

kiimesinin eleman sayisinin 7’dan bagimsiz sonlu bir M {ist
sinir1 oldugunu iddia ediyoruz. Dikkat edilirse her o € I(7)
i¢in F; ! o F.(K) kiimesi, mutlak bir R igin U(K, R) iginde
yer alir ve F, ! o F, doniisiimlerinin afin ve 6teleme bile-
senleri, bunlar1 belirleyen parametrelerin kompakt bir kii-
mesi i¢inde kalir. Dolayisiyla eger bir iist sinir olmasaydi
birer 0,0’ € I(7) i¢in |[F; ! o Fy o (F,' o F)™! —id|| =
|Fot o F,s — id|| istenildigi kadar kiiciik yapilabilirdi.

O halde herhangi bir z € K ve kiigiik bir » > 0 verilsin.
x € K, ve r; > r miimkiin oldugunca kiigiik olacak sekilde
bir 7 kelimesi alalim. Elbette mutlak bir C i¢in r,/r < C.
Bu durumda K, N B(z,r;) # () olan o € W, kelimeleri

I(7)’dan gelir ve uygun mutlak sabitlerle

Z/(B(J?,T)) < C,V(B(J?,?“T)) < ZJGI(

S S - S
T rs rs

T) r;
< C"M.

Simdi Teorem 15 ile H*(K) > 0 gelir. H*(K) < oo kismu ise
{K;: 7€ W()} ortiileri ile kolayca gosterilebilir.

(3) = (1): Oncelikle varsaymm altinda i # j ise H*(K; N
K;) = 0 oldugunu gozleyelim. Ayrica dyle bir a > 0 vardir ki
herhangi bir W () kiimesinden gelen iki o, ¢’ i¢in r, > ary
olur. K’nin sonlu ve agik bir {U;} ortiisii

DU < (L4 a*)HP(K)

olacak gekilde bulunabilir. Bu durumda U = [JU; ve
0 = dist(K,U¢) olmak iizere, uyumsuz o ve 7’lar i¢in
dist(K,,K,) > 6r, oldugunu iddia ediyoruz. Oyle ol-
masaydi F'(K,) C U olurdu. Ik gozlemden H*(K N

T

FY(K,)) = 0 olacagindan ve

H(FTHKS)) = (r7're)  HA(K) > a*HY (K)
oldugundan,
H(KUFY(K,)) = H(K)+H (F7H(K,)) > (1+a®)H (K).
Ote yandan basit bir alistirma ile
DO = HAK U FN(ES))

olmas1 gerektigi goriilebilir, bu da istenen ¢eligkiyi verir.

Simdi 0 < € < 1/3 sabitleyelim ve 7 kelimesi i¢gin G, :=
U(Kr,ery) ve J(1) = {0 € W(|G;]) : Ko NG, # 0} ol-
sun. Bu durumda J(7)’nun eleman sayisi i¢in mutlak bir
M st smir oldugunu iddia ediyoruz. Aksini varsayalim, o
halde her M igin #J(7) > M olan bir 7 kelimesi varduir.
Vda, icinde T kelimesi sonsuz kere gecen dizilerin altkiimesi
Qy ve Qo := O\ olsun. Ergodik teoriden bilindigi {izere
w(21) =1 ve p(Q2) = 0’dir (bunun igin 6.1 numarah ki-
simdaki tanimlar ile, Ornek 46 ve Sonug 48’¢ bakilabilir).
p Olgiistiniin tammindan hemen H*(w(€Q2)) = 0 elde edi-
lir. Herhangi bir z € 7(€;) i¢in, #’in adresinde 7 kelimesi
ile biten herhangi bir ¢ baglangic1 alindiginda, yukaridakine
benzer argiimanlarla mutlak bir C' sabiti i¢in

v(B(z,75))

S
T o

> MC



oldugu goriilebilir. Bu da Teorem 15 ile bize H®(mw(€;)) <
C' /M ve sonugta H*(K) < C'/M verir. Buradan M — oo
ile H*(K) = 0 geligkisi gelir. O halde sonlu bir mutlak M
siur1 vardir. Bu durumda bu sinira ulagan (maksimal) bir 7
kelimesi igin, maksimallikten, herhangi bir ¢ kelimesi i¢in

J(or) = {00’ : 0’ € J(1)}
oldugu goriilebilir. Buradan,

V= U U(Kyr,€r0r/2)

oeQ*
alindiginda bu kiimenin AKK’nu sagladig1 gosterilebilir. [

Agiklama 23. AKK’ndaki V' kiimesi eger K ile kesisiyorsa,
Giigli AKK saglaniyor denir. Yukaridaki kanit ashnda AKK
ile Giigliit AKK’nun egdegerliligini de verir. Ayrintilar igin [5]
makalesine bakiniz.

Ornek 24. Bir TFS AKK’nu sagliyorsa ve hepsi de r ora-

ninda biiziigtiiren m tane doéniisiimden olusuyorsa, atrakto-
. In 3 1

riin Hausdorff boyutu ﬁ dir.

Agiklama 25. Onceki teorem, ayni temel fikirlerin uyar-

lanmasiyla, konformal doniistimlerden olugan sistemlere de

genigletilebilir. Elbette burada benzerlik boyutunun yerini

onun bu duruma genellegtirilmig hali olan ve

1
lim — In sup Z |FL(z)]* =0

n—oo N rzeK

P(s) :=

I7[=n

denkleminin biricik ¢éziimii olan s sayis1 alacaktir ve teore-
min ikinci kogulu da uygun sekilde uyarlanmalidir. Bu ko-
nuda [3] makalesine bakilabilir.

2.1 Bir afin sistem ornegi

TFS’de benzerlikler yerine afin doniiglimler alindiginda ir-
deleme son derece karmagik bir hal alabilmektedir. Genel
sonuclara girmeden basit bir érnege kisaca deginecegiz:

Dogrusal bir T : R? — R? déniisiimii icin F;(z) = Tz +wv;,
i = 1,2 geklinde iki afin déniigiimli bir sisteme bakalim.
Dahasi, T’nin (C iizerinde) diyagonellegtirilebilir oldugunu
varsayalim.

Eger M’nin 6zdegerleri birer eslenik karmagik sayiysa bu
durumda uygun bir afin doniigiimle eslenik alarak (Haus-
dorff boyutunun korunacagma dikkat ediniz) birer benzerlik
doniigiimiinden olugan egdeger bir sisteme gegebiliriz. Eger
Ozdegerler gergel ise, yine uygun bir afin eglenikle, sistemin
gergel bir M diyagonal matrisi i¢in { Mz, Mz + v} gseklinde

oldugu varsayilabilir.
A0
M= (0 7)

olsun ve biz 1 > A > v > 0 olan durumu irdeleyecegiz. Esle-
nikteki afin doniigiimiin uygun se¢imiyle kendimizi v vekto-
riiniin bilegenlerinin 0 ya da 1 oldugu duruma indirgeyebili-
riz. Atraktore K ., diyelim.

Eger v vektorii (0,0) ise atraktor tek bir noktadir. Eger
v = (1,0) ise atraktor z-ekseninin bir altklimesidir. Kolayca
goriilecegi lizere

- {1 A>1/2,
ANy =\ _n2 :
TYEYEY) A< 1/2
Yine v = (0,1) durumunda ise benzer durum y-ekseni

tizerinde s6z konusudur. Asil énemli durum v = (1,1) oldu-
gundadir.

Onerme 26. 0 <y < A < 1/2 ise dim K , = ml(?%
Kamit. Ky ,'nin x-eksenine olan izdiistimii 1111(111% boyutlu

bir Cantor kiimesi oldugundan bu say1 dim K , icin bir alt

siirdir. Ote yandan bu atraktériin n. nesil dikdortgenleri,

birer mutlak C' ve C’ sabiti igin CA" x C'4™ boyutlarinda

ve toplam 2" tanedir. Yani ¢ap1 < A™ olan 2" tane kiimeyle

atraktorii 6rtebiliriz. Verilen bir § > 0 i¢in n degerini A" < ¢
In2

olacak gekilde secersek, s = W/ igin

Hs(Kxy) <2"A" =1
olur, buda § — 0 ile dim K , < ln?l‘% verir. O

Eger kanitta her bir n nesil dikdortgeni =< (A/y)™ tane
4™ x 4™ boyutlarinda karelerle 6rtmeyi deneseydik
In(2))
dimKy, <1+ —=
! In(1/7)
siirini elde ederdik. Bu, m}’ll/Q)\) ’dan daha biiyilik bir iist si-
nirdir. Ne var ki, A > 1/2 oldugunda “tipik” bir durumda
atraktoriin boyutu bu iist sinira egittir. Buna ileride degine-
cegiz.

3 Frostman Lemmasi

Frostman Lemmasi, daha 6nce Teorem (15)’te gordiigiimiiz
Olcii yogunlugu-boyut iligkisinin diger yoniinii veriyor diye-
biliriz. Kisacasi, Hausdorff boyutu bilinen bir kiime iizerinde
belli yogunluk sinirlarina uyan olgiilerin varligini séyler.

En bagtaki (1) tamiminda § = oo alarak elde ettigimiz #H5,
olgiisiine s boyutlu Hausdorfl igerigi (Ing. Hausdorff content)
denir. Yani J-Ortiileri yerine herhangi bir simir koymadan
tiim ortiiler {izerinden infimum alinacaktir. Sunu gérmek ko-
laydir:

Lemma 27. H°(A) = 0 ancak ve ancak HE (A) = 0 ise.
Ayrica A svarly bir kiime ise H5 (A) < oco.

Bir p 0Olgiisii igin u(A) > 0 ise p’'nun A’ya kisitlamp oran-
lanmasiyla elde edilen olasilik dlgiistinii 44 ile gosterelim.
Yani

1ANB)
pia(B) = A0 D)
=
Ayrica bir m € Z icin R? {izerinde her bir kenar [2%, %),

k € Z formunda araliklar olan kiiplere m. nesil ikili (Ing.



dyadic) kiipler diyelim ve bunlarin toplulugunu Q,, ile gos-
terelim. Dikkat edilirse her Q,,, uzayin bir pargalanigin verir
her bir ikili kiip bir sonraki neslin 2¢ tane kiipii ile parcala-
nir.

Tanmim 28. A C R? olsun. M(A) ile destegi A i¢inde kalan,
kompakt destekli ve 0 < pu(A) < oo sartimu saglayan Ra-
don o6lgiilerinin kiimesini gosterecegiz. Aym tiirden olasilik
olglilerinin kiimesi iginse P(A) ile yazacagz.

Teorem 29. A C RY bir kompakt kiime olsun. O halde
H3(A) > 0 ancak ve ancak her x € R% ve r > 0 igin
w(B(x,r)) <71 sartine saglayan bir p € M(A) varsa.

Kanat. Tkinci kosulun birinciyi getirdigini Teorem (15) bize
sOylemisti. Diger yondeki kanitin genel yontemi su olacak:
Her m ic¢in 27 6lgegine kadar bu o6zellige sahip bir ol¢ii
kuracagiz, bizim aradigimiz 6l¢ii de bunlarin limiti olacak.

GBK A kiimesinin birim kiipiin altkiimesi oldugunu var-
sayabiliriz. Bir m > 1 sabitleyelim. Once m. nesil kiiplerde
istendigi gibi davranan bir 6l¢ii kurup daha sonra bununla
oynayarak onceki nesil kiiplerde de istenilen davranigi veren
bir dlgiiye varacagiz.

i olciisiinii s6yle tanimlayalim: Her Q € Q,, icin, bu
olglintin Q’ya kisitlamasi eger Q N A = () ise 0 dlgiisii olsun,
degilse dl¢iimiiz bu pargada Z’WSEdQ olarak tanimlansin (£?
bizim d boyutlu Lebesgue dl¢iimiiz). Dikkat edilirse tanim
geregi Q € Q,, i¢gin p™™(Q) < C|Q|* sart1 mutlak bir C
sabiti ile saglanmaktadir.

m,m

Simdi (m—1). nesilde istenen davranigi saglayabilmek i¢in
u™ ™M1 Slciisiinii s6yle tanimlayalim. Bu 6lciiniin bir Q €
Q. —1 uzerindeki kisitlamas:

#m,m Mm,m(Q) < 27(m71)s ise,

2—(m—1)s'u]7gm Mm,m(Q) > 2—(m—1)s ise.
Goriildiigii gibi p™™’in kiitlesi bir énceki neslin kiipleri i¢in
fazla geliyorsa fazlalig: atiyoruz, yoksa bir degisiklik yapmi-
yoruz. Yeni Olcilinlin m. nesil kiiplere verdigi kiitle eskisine
gore artmadigindan bu 6l¢ii hem m hem (m — 1). nesil kiip-
lerde istenen iist sinira uyar. Bu ayarlamay1 tekrar tekrar
yaparak sonunda bir u™ := u™! &lciisiine varabiliriz, yle
ki her £ < m ve her @ € 9 igin

pm™(Q) <27

saglanir. Ustelik, her € A icin bir k < m ve Q € Q
kiipii ™ (Q) = 27°F = (|Q|/v/d)* olacak sekilde bulunabilir
(bu ya m. nesilde z’i igeren kiiptiir ya da kurulumda énceki
nesillere dogru giderken onun atalari i¢inde son oynamanin
yapildig1 nesildeki kiiptiir).

Yukaridaki son gbzlemimiz ve ikili kiiplerin agag yapisini
gozetirsek, her x € A i¢in gézlemdeki kogulu saglayan en bii-
yiik kiipii secerek, her biri < m. nesilden, birbirinden ayrik
ikili kiiplerden olusan Oyle bir Qq,...,Q; toplulugu vardir

ki A’y1 orterler ve

l l

p™(R™) = Zum(Qi) = Z(\in\/(j)s

i=1 i=1

l
=d=2 37 |Qil" > d U (4) =

=1

olur. Simdi v™ := uj’ﬂlgd olsun (yani p™’yi oranlayarak ola-
sihik olgiisii haline getiriyoruz). Bu durumda her k£ < m ve
Q € 9y igin v™(Q) < 2% olur. Herhangi bir z € R ve
r > 0 verildiginde, B(z,r) topundan biraz daha genis bir U
acik topunu, 27%~1 < r < 27% olan k tamsayisi icin her biri
Q;.’da olan 2¢ tane ikili kiiple 6rtebiliriz, boylece sadece d’ye
bagl bir ¢’ sabiti ve her m > k i¢in

v™(B(x,7)) < v™(U) < 29278 <

olur. Bu durumda, v 6l¢iistini (v™),, dizisinin (Radon 6l-
ciilerini zayif*-topolojisi ile alarak bulacagimiz) bir (v™);
altdizisinin limiti olarak alirsak, v 6lgiisii destegi A kiime-
sinde kalan (dolayisiyla kompakt destekli) bir Radon olasilik
Olciisii olur ve

v(B(z,r)) < v(U) < liminf v™ (U) < 'r®

J—0o0

saglanir; bu da istenen sonucu verir. O

Agiklama 30. Bu teorem A kiimesi Borel kiimesi (hatta Sus-
lin kiimesi) iken de dogrudur; ancak bu genel durumun kanit
oldukca daha karmagiktir.

Teoremin ilk sonuglarindan biri ¢arpim kiimelerinin boyu-
tuna iligkindir:

Teorem 31. A C R? ve B C R* bostan farkl Borel kii-
meleri olsunlar. H*(A) > 0 ve HY(B) > 0 ise R¥TF’de
H5TH(A x B) > 0.

Kanit. Lemma 27 ile HS (A),HE (B) > 0 gelir. O halde
ve v sirasiyla A ve B i¢in Frostman Lemmasi’nin verdigi gibi
olgiiler olsunlar. O halde pu x v € M(A x B) ve herhangi bir
(z,y) € R x R* ve r > 0 igin

HX U(B((m,y)m)) < pux U(B(x,r) x B(y,r)) < pstt
oldugundan H***(A x B) > 0. O

Sonug 32. A C RY ve B C R* bostan farkh Borel kiimeleri
1se

dim(A x B) > dim A + dim B.

Acgiklama 33. Eger yukaridaki sonucta A veya B’den en az
birisinin boyutu kendi iist istif (Ing. upper packing) veya
st Minkowski (kutu) boyutuna esitse, esitlik saglanir. Bu
son kosul TFS atraktorleri gibi “diizenli yapili” kiimelerce
saglanir.



4 Enerji integralleri

Frostman Lemmasi’nin en énemli sonuglarindan biri de, bir
kiimenin Hausdorff boyutunu belli integrallerin davranisi ile
karakterize etmemizi saglamasidir.

R? iizerindeki bir u Olgiisiiniin bir x noktasmndaki s-

potansiyeli
1
Ty
/ [z —yl° )

ve bu 0Olgiiniin s-enerjisi

=]

ile verilir (bu isimlendirmede fizikten esinlenildigi hemen an-
lagilabilir).

Sezgisel olarak s degeri biiylidiikge enerjinin sonsuza irak-
samasini bekleriz. Gergekten de bir kirilma noktasi vardir ve
bu, olgiiniin destek kiimesinin biiyiikliigiiyle iligkilidir (des-
tek kiimesinin boyutu s’e gore kiigiikse, kuvvet kanunundaki
kuvvet s olan bir potansiyele sahip parcgaciklar:t bu kiiciik
hacme sikigtirmak i¢in gerekli enerjinin ¢ok biiyiik olmasi
beklenir).

Son olarak bir A C R Borel kiimesi icin bu kiimenin
s-kapasitesini

Cs(A) = sup { Es(n)

‘sdu (y)dp(z)

LipeP(A)}

olarak tamimliyoruz (Cs(() := 0 olarak tanimlanir). Ana so-
nucumuzu soyleyebiliriz:

Teorem 34. A C R? Borel kiimesi ise

dim A =sup{s: 3p € M(A) Es;(n) < oo}
=sup{s: Cs(4) > 0}

ve supremumu alinan kiumeler birer araliktir.

Kanat. Son egitlik kapasitenin tanimindan hemen gelir. Her
s <t < dim A igin H!(A) = oo olacagindan Frostman Lem-
masl bize her x ve r > 0 i¢in u(B(z,r)) < 7! olan bir u €
M(A) verir. Gerekirse kisitlama alarak p’niin desteginin ga-
pinin < 1 oldugunu varsayabiliriz Simdi herhangi bir 2 € R¢
sabitleyelim ve By (z) = {y 27kl <z —y| < 2”“} yaza-
lim. Dikkat edilirse her k icin p(Bg(x)) < 27%. O halde, p

atom icermediginden

/ 1
Rd |$—?J‘

scE/ du(y)

<02° Z 9 k(t=s) . v
k=0

ve bdylece FEs(pn) < oo gelir. Bu ilk egitlikteki < yoniinii
kanitlar.

Ote yandan bir u € M(A) i¢in E,(1) < oo olsun. O halde
p-hh z icin, z’teki s-potansiyeli sonlu olmalidir. Bunun so-
nucu olarak 6yle bir M > 0 sayis1 ve u(B) > 0 olacak sekilde
B C A Borel kiimesi vardir ki

1
Vx € B /ﬁdu(y) <M.
[z =yl

Elbette p olclisiini B’ye kisitlayarak elde edecegimiz v €
M(B) olgusu icin de her noktadaki s-potansiyeli tistten M
ile siirhdir. Oyleyse her z € R% ve r > 0 igin

1
v(B(x,r)) :/ du(y) S/ rf———du
B(z,r) Bz T —yl*

olur ve dim A > dim B > s olur. Bu da > y0niinii verir ve
kanit biter. O

(y) < Mr®

Giizel bir uygulama olarak 6nceleri geometrik yontemlerle
kanitlanan bir sonucun enerji integralleri ve Fourier analizi
ile kanitina deginelim:

Teorem 35. R? nin k-boyutlu altuzaylarina G(d, k) diyelim
ve bir L altuzayina olan dik izdisimi g, ile gosterelim. A C
R? Borel ve s = dim A olsun.

1. Eger s <k ise hemen her L € G(d, k) i¢in dim(rpA) =
s =dim A.

2. Egers > k ise hemen her L € G(d, k) i¢in L¥ (7 A) > 0
(ve dolaysiyla dim(wp A) = k).

Burada G(d,k) Grassman manifoldu standart olgiisi ile
alinmaktadur.

Kanat. Oncelikle, izdiisiimler Lipschitz oldugundan boyutu
artirmaz, dolaysiyla her izdiigiim i¢in min{k, s} bir iist si-
nirdr. 11k sav icin hemen her izdiigiimde s’nin bir alt smr
oldugunu gostermek gerekir.

G(d, k) tizerindeki standart 6lgliyii o ile gosterelim. Yal-
nizca d, k ve t’ye bagh bir ¢ sabiti ile, her z € R" ve r > 0
igin, 0 < t < k ise

C’l"k

/|7TL:U|_tdo(L) <l ve o{L: mpal <1} € T (4
oldugu gosterilebilir.

Simdi ¢t < s < k olsun. Teorem 34 bize A iizerinde E;(u) <
oo olan bir € M(A) 6lgiisti verir. Bu 6lgiiniin 7, ile ileri
itilmesiyle olu§an olgli de py, olsun. Elbette uj, € M(mpA)
olur. Fubini ve (4) ile

/Et pr)do(L ///|a b|thL a)dur(b)do(L)
=///hw_mwwwwwwm
—///hwiwwmmwmww

s///mjwwwwwdmm<w

Demek ki o-hh L igin E;(ur) < oo ve dolayisiyla dim 7, A >
t. Burada ¢, ' s olacak sekilde bir dizi boyunca limit ala-
rak hemen her L i¢in dim7; A > s elde ederiz. Bu ilk savi
kanitlar.

Tkinci sav iginse, p € M(A) ve Ex(u) < oo olsun.

Dy k(z) := liminf ni(B(z,r))

r—0 ’I“k



olsun. Biz

o-hh L igin / Dip(w)dps (u) < o (5)

oldugunu gosterecegiz. Bu oldugu zaman, pr-hh w icin
Dy p(u) < oo oldugundan, kanittan sonra verecegimiz te-
oreme gore py, < L* olur. Ote yandan pup (7 A) = p(A) > 0
oldugundan £*(7;A) > 0 elde ederiz ve kanit biter.

Simdi Fatou, Fubini ve (4) yardimiyla

/ / Dy () dpr (w)do(L)

<timipt = [ [ us(Ble ) (w)do(2)
—llgggfﬂf///lu ven dur(v)dur (u)do (L)

_hgl—glf?“k///ﬂm e du(z)du(y)do (L)
~ liminf / / o{L : |mp(x — y)| < r}dp(z)du(y) (6)

<hm1nf—//crk|xfy| du(x)du(y)
= cEy(n) <

Boylece (5) kanitlanmig olur ve igimiz biter. O

Ag¢iklama 36. Ikinci savin kaniti i¢in bilindik bir bagka yon-
tem de Olgiilerin Fourier doniigtimleri ile ¢alismaktir.

Agiklama 37. Kamitta Dr, i (-) ve Ey(p.) gibi fonksiyonlarin
integrallenebilir oldugunu varsaydik. A kiimesi Borel iken
bunun béyle oldugu kimi bilindik yontemlerle gosterilebilir.

Agiklama 38. Tkinci kisimda aslinda istenenden fazlasini gos-
termig olduk. Yukarida (5)’te verilen esitsizligi saglayan L
altuzaylar icin p;, < L£F ve d‘Z’; = D olur, dolaysiyla
ayni esitsizlik

/D%’k(u) dL(u) < oo

sekline biiriiniir. Yani hemen her L icin up’nin £*’ya gore
mutlak siirekli oldugunu ve Radon-Nikodym tiirevinin de
L?(L£¥)’da oldugunu gdstermis olduk.

5 Bernoulli konvoliisyonlari

0 < A < 1 olsun. Her bir n igin + veya — isaretini egit
olasilikla ve birbirinden bagimsiz secerek olusturdugumuz

n=0

serilerinin dagilimini veren Olgiiye vy diyelim. Bu Ol¢iliniin
destegi, kolayca goriilecegi tizere {\x — 1, Ax + 1} sistemi-
nin atraktorii olan C kiimesidir. A < 1/2 iken C\ Hausdorff
boyutu mﬁ% olan bir Cantor kiimesidir. Biz A > 1/2 duru-
munda ne olduguyla ilgiliyiz. Bu durumda C bir araliktir ve

dogal olarak vy < L olup olmadig: sorusu ortaya ¢ikar. Bu-
rada kanitlamayacagimiz bir teorem, v, 6zbenzesik bir ol¢ii
oldugundan vy < L veya v, L L olmas: gerektigini sdyler.
Bu soru ortaya ilk atildiginda ilk segenegin her A > 1/2 i¢gin
dogru oldugu tahmin ediliyordu. Erdés sunu kanitladu:

1 1

Teorem 39. Eger 5 < A < 1 ve ; bir Pisot sayist ise,

Uy 1 L.
Hemen ilgili tanimi verelim:

Tanim 40. Bir cebirsel § > 1 sayisinin tiim Galois eglenik-
lerinin mutlak degeri 1’den kiigiikse, 6’ya bir Pisot sayisidir
denir.

Tanimdan kolayca ¢ikacagi {izere, 6 bir Pisot sayisi ise
dist(0™,Z) uzakhg geometrik hizla sifira gider.

Kanita gegmeden 6nce bir bagka gézlemde bulunuyoruz:
vy Olglisii,

1
S+ 0xe), 020

Hn 2=

Olciilerinin sonsuz konvoliisyonuna egittir. Bu da Fourier d6-
nigiimiini yazmay1 kolaylagtirir: Dikkat edilirse fi,,(§) =
cos(A"¢) olur, dolaysiyla

&) = [ cos(x"¢).
n=0

Teorem 39’un kaniti. Riemann-Lebesgue Lemmasi’na gore
eger vy < L ise limg_,o0va(§) = 0 olmalidir. Biz bunun
béyle olmadigini gosterecegiz.

Oncelikle her n igin dist(0™",Z) < cr™ olacak sekilde
0 < r < 1 ve c¢ sabitleri oldugunu hatirlayalim. Kolayca
goriilecegi tizere, herhangi bir k£ > 1 igin

(7)

k
19)\(770’“){ H cos(m0™)| > |a(m)] H |cos(m0™)]
n=1 n=1
> on(m)| [T 11 = ¢'r" = élon(n)] .
n=1

Ote yandan 6 # 2 ve 6 cebirsel tamsay1 oldugundan her
n i¢in 6™ ¢ Z/2 ve kolayca goriilecegi lizere Dy(w) # 0.
Buradan lim infj,_, ’ﬁ)\(ﬂ'ek)‘ > 0 gelir ve bu da istedigimiz
geligkiyi saglar. O

Ne var ki tipik bir % <A < 1 parametresi i¢in vy < L
oldugu, Teorem 35’tekine benzer yontemlerle gosterilebilir.
Bunun igin © = {—1,1}N sembol uzayimmz olsun ve Q uza-
yinda her basamakta 1 ve —1’e esit olasilik veren Olciliye
diyelim. 7wy : Q@ — R de

w) = i W A"
n=0

izdiigimii olsun. O halde vy = (my)xp olur. Simdi aynen
Teorem 35’daki adimlar izleyerek

Dy (z) := liminf vA(B(z,r))

r—0 r



diyelim. Eger [ Dy(z)dva(z) < oo ise vy < L ve hatta
dvy/dL € L*(R) olacaktir. Simdi J C (3,1) bir aralik olsun.
O halde, 6’da oldugu gibi

/J / Dy ()dva ()dA

/ / A (B(w, r))dvs(x)d\

1
< liminf —
r—0 7r

1
:liminff/// dvy(y)dvy(z)dA
relr {|lz—y|<r}
1
— liminf = / / / dp(w)dp(r)d (8)
=0T {Ima(w)—ma(r)|<r}
1
— lim inf 7//59 € J ¢ Im(w) — ma(7)] < 1} du(w)du(r).
r— T

Simdi bu son integraldeki ifadenin ne kadar biiyiik olabile-
cegine bakalim. Herhangi iki w ve 7 dizinin en uzun ortak
baglangicini w A 7 ve iki dizinin farklhlagtig ilk indisi |w A 7|
ile gosterelim. Dikkat edilirse, k = |w A 7| dersek

71—)\(‘*)) - 7‘—)\(7—) = Z(wn - Tn))\n = Z(wn - Tn))\n
n=0 n=~k
= )\k Z(u)k+n — Tk+n))\n
n=0

ve iistteki son seri, sabit terimi +1 ve diger katsayilari
{-=1,0,1} kiimesinden gelen serilerdir. Sabit terimi +1 ve
diger katsayilar1 mutlak degerce < 1 olan kuvvet serilerinin
kiimesine F7 dersek, sunu kanitlamak mtmkiindiir:

Lemma 41. [0,0.64) i i¢eren dyle bir J araligi ve ¢ > 0,
vardwr ki, g € F1 ise
Vr>0 L e J:|lgN)|<r}) <er (9)

Baylece, eger J = [a,b] C (1/2,0.64) ve herhangi w, 7 € Q
ve A € J igin

E{A c J . |7T)\(UJ) — ’]T)\(T)| S 7’} S Ca_“"’AT‘r

olur. Bunu (8)’de kullanarak, boyle bir J igin

/J / Dy ()dva (x)dA

<timipt © [ [ £00€ 75 me) - m(0)] <} di(e)dutr)
< [ [ dute)autr)

=c Zaiku X p{(w, 7)1 wAT| =k} < C’Z(Qa)fk < 0.
k=0 k=0

En sonda 2a > 1 oldugunu kullandik. Bu da bize
(1/2,0.64)’iin her kompakt alt araliginda, dolayisiyla bu ara-
higin kendisinde, £-hh X i¢in vy < £ oldugunu soyler. As-
linda biraz daha ayrintili bir analiz ile su kanitlanabilir:

Onerme 42. L-hh )\ € (
Uy € L2(R).

3 %) = J igin vy < L ve istelik

Bunu bildikten sonra (1/2,1) araliginin tamam igin is-
tedigimizi elde edebiliriz. Bunu gérmek igin, (7) ile her k
i¢in

DA(§) = Da2(§)0x2(XS)
yazilabilecegine dikkat edelim. Demek ki A2 € J iken yani
A€ (2%1,2%1) iken 75, € L'(R) olur. Bunu tekrar tekrar
uygulayarak ya da benzer gekilde her £ > 1 igin

DA(€) = Dan(§)Dar (AE) -~ Dan (A T1E)

oldugunu gorerek, A € (2;71,22’;%) i¢in 7y, € L%(R) dola-
yisiyla 7, < L oldugu goriilebilir.

Ag¢iklama 43. Ashinda, ¢ok daha ayrintili bir analizle, aykir
A kiimesinin Hausdorff boyutunun 0 oldugu da gosterilebilir.

6 Afin ornegimize tekrar bakig

Simdi Boliim 2.1°deki afin sisteme geri doniip bu kez 0 < v <
1/2 < XA durumunu irdeleyecegiz. S6z konusu TFS {Tz, Tz +
(1,1)} idi ve T matrisi diyagonali A ve 7 olan diyagonal
matris idi. Daha 6nce atraktér K - icin

In(2))
In(1/7)

oldugundan bahsetmisgtik. Boliim 2.1°de inceledigimiz du-
rumda boyut bundan daha kiigiik bir sayiya egitti ancak
simdi tipik bir durumda yukarida egitlik oldugunu gorecegiz.
Kanitta ergodik doniigiimlerle ilgili sonuglar kullanacagimiz
i¢in ige bu konuyla ilgili nbilgileri vererek basgliyoruz:

dimK)w <14

6.1 Ergodik doniisiimler

Bu kisimda 6lgli uzaymiz (X,B,u) ve T : X — X bir
olciilebilir doniigiim olsun, yani her E € B icin T~'F € 8.

Tanim 44. Eger her E € B i¢in u(T-'E) = u(E) oluyorsa,
T 6lgiiyl koruyan bir doniigiimdiir denir. Eger T 6l¢iiyii ko-
ruyorsa, ve T~ 'E = FE sartim saglayan her E € B icin
w(E) = 0 veya p(E) = 1 oluyorsa, T bir ergodik dontigiim-
diir denir.

Yukaridaki son ciimlede “T"'E = E” ifadesi “u(T~'E A
E) =07 ile degigtirilirse egdeger bir tanim elde edilir (burada
A ile simetrik fark iglemi gosterilmektedir).

Ornek 45. m € Z*t igin T : [0,1] — [0,1], Tz := ma
( mod 1) doniistimi (Lebesgue olgiisiine gore) ergodiktir
(kamit1 okuyucuya birakiyoruz; ancak agagidaki érnekten de
yararlamlabilir).

Ornek 46. Q = {1,2,...,m}" yani m sembolden kurulan
diziler uzayinda, her indiste tiim sembollere 1/m’er olasilik



veren p Ol¢lisil igin, o(wijwows -+ +) = (wowswy -+ ) ile ve-
rilen o “sola kaydirma” doniisiimii ergodiktir. Buradaki pu
Olciisii, her biri esit olasiliga sahip m sonuca sahip bir de-
neyin sonsuz kere birbirinden bagimsiz gekilde tekrarlanma-
siyla elde edilen sonug dagilimi olarak diiglintilebilir (x’'niin
tamiml oldugu o-cebir olarak Q’nin Borel kiimelerini alabi-
liriz; burada ’y1 ayrik uzaylarim garpim olarak goriiyoruz).
Kaydirmanim 6l¢iiyii korudugunu gostermek kolaydir. Oten
yandan, Olgii Kurami’'nin bilindik teknikleri ile su gosterile-
bilir: Eger E € ‘B ise, u 0lcii degeri bakimindan istenildigi
kadar kiigiik bir hata pay1 ile F kiimesini aslinda sonlu sa-
yida basamakta verilen kisitlamalarla tanimlanmig bir kiime
olarak diiglinebiliriz; yani yukaridaki benzetmeye gore diye-
lim ilk k& deneyin sonuclar: tizerinden karakterize edilmis bir
olaylar kiimesi olarak diisiinebiliriz. Eger u(T~'E A E) =0
ise, 6l¢ii korumadan otiirii p(T-*+tVE A E) = 0 olur, yani
w(T=FVE N E) = p(E). Ama simdi T-*+DE kiimesi
(k + 1). basamak ile 2k. basamaklar (deneyler) lizerindeki
kisitlamalarla belirlendiginden ve bunlar ilk k£ basamak {ize-
rindeki kogullardan bagimsiz oldugundan

wT~*VENE) = (T~ VE) - w(E) = u(E) - (E)
olur, burada T"nin 6l¢iiyii korudugunu tekrar kullandik. So-
nugta p(E) = (u(E))? gelir ki bu da pu(E) € {0, 1} demektir.

Ergodik doniigiimlerle ilgili su Teoremi kanitlamadan kul-
lanacagiz:

Teorem 47 (Birkhoff Ergodik Teoremi). Bir (X, 9, u) dl¢i
uzaywnda ergodik bir T dénigimi olsun. O zaman her f €

LY (p) ve p-hh x € X igin

n—1

nlgr;o%z:f(ﬂx):/fdu.
k=0

Sonug 48. Herhangi bir E € 9B i¢in yukarida f = xg
alirsak, p-hh x € X i¢in
. #{k:0<k<n, Ttz € E}
lim =

n—00 n

H(E)
elde ederiz.

6.2 Kanitin kalan kismi
Once bir tamm veriyoruz:

Tanim 49. R? iizerindeki sonlu bir p Borel &l¢iisiiniin Ha-
usdorff boyutu

dim g := inf {dim A : p(A) > 0}

olarak tanmmlamr. Olgii yogunluk teoremlerinden (Te-
orem 15) goriilebilecegi tizere egdeger olarak

In p(B(x, 7))

dim p = essinf,, liminf
r—0 Inr

yazabiliriz.

Elbette R uzayimdaki herhangi bir 6l¢iiniin Hausdorff bo-
yutu en fazla d olabilir. Tek boyutta Lebesgue Ol¢iisii igin
dim £ = 1 oldugu agiktir. Tanimdan hemen goriilecegi iizere,
1 < L ise yine dim p = 1 olmak zorundadir.

Agiklama 50. Benzer sekilde dim™ p = inf{dim 4 : u(A°) =
0} seklinde bir “iist Hausdorff boyutu” da tamimlanabilir ama
bu, yukaridaki tanim kadar kullanigh degildir.

Amacimiz sunu kanitlamak:

Onerme 51. Eger 0 < v < % <A< 1lwovedimvy =1 ise
afin atraktorin Hausdorff boyutu

In(2))
In(1/7)

dim Ky, =s:=1+

olur.

Bir 6nceki boliimde, Lebesgue Olclisiine gore hemen her
A€ (1/2,1) igin vy < L oldugu agiklanmigti. Tim bu A de-
gerleri i¢in dim vy, = 1 kosulunun saglandigina dikkat ediniz.

Kanit igin ilk olarak Q = {0, 1} dizi uzayim kuralim ve
atraktoriimiizlin noktalarini

T(w) := (mA(w), Ty (w)) := (Z wy A", Z%v")
n=0 n=0

seklinde bir 7 : Q — K , izdiisliimii ile kodlayalim. Yine
sembol uzayimizda her basamakta olasiliklar: egit dagitan
Olciiye p diyelim ve v = myp ileri itmesi olsun. Aym za-
manda v’niin ilk koordinata izdiisiim altinda ileri itmesi olan
()4 ileri itmesinin verdigi dl¢ii de, daha 6nce vy olarak
yazdigimiz Olgiliye bir afin doniigiim ile esdegerdir. Dolayi-
styla gosterim yalinlig1 agisindan biz bu ileri itmeyi yine vy
olarak gosterecegiz ve burada elde edecegimiz sonuglar daha
onceki vy Ol¢iimiiz icin de gecgerli olacaktir.
Hedefimiz, dim vy = 1 ise v-hh z € R? icin

Jim inf PYBET)
N0 Inr

ya da egdeger sekilde

ihhwe Qicn  liminf 2XBE@)T)

> 10
N0 Inr 5 (10)

oldugunu gostermek; ¢iinkii bunu yaptigimizda Sonug 16 ile
isimiz biter.

Varsayimimiz geregi v < 1/2 oldugu i¢in atraktoriimiiziin
ikinci koordinata izdiigiimii, GAK’nu saglayan ve ~ oranh
iki doniigiimlii bir benzerlik sisteminin atraktoriidiir ve biraz
yukarida tanimladigimiz gosterimi kullanarak, bir ¢ = ¢(7)
herhangi iki w, 7 € Q i¢in

|m(w) = 7(7)] = |y (@) — 7y (7)] = ey
oldugunu gorebiliriz.

Simdi herhangi w € Q ve 7 > 0 verilsin. ¢y > r olacak
sekilde en biiyiik bir £ = k(r) tamsayisi secelim (dolayisiyla
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* ~ 7). Bu durumda

v(B(m(w),r)) = p{r: |r(w) —m(7)| < r}
<p{rilwAT| >k |ma(w) = ma(7)] <r}

=27Fp{r :|my(c*w) — ma ()| < TATF}
= 27%u\ (B(ma(c*w), rA™F)) (11)
olur. Burada o : Q — € ile 6nceki kisimdaki sola kaydirma

(dizinin ilk elemanini diigiirme) doniisiimiinii gosterdik. Ote
yandan dim vy = 1 kosulu, yine Sonug 16 ile bize

Invy(B(z,7))

-hh R igi lim inf =1 12
va-hh z € R igin im in oy (12)
va da egdeger sekilde
. o Inp(B(ma(w), 7))
-hh 1 f =1 13
bl iin il =S 1)

verir. Simdi (11) gz oniine alindiginda, hangi o*w nokta-
lar1 igin (12)’deki “tipik” davramgi gorecegimiz sorusu akli-
miza gelir. Sezgisel yanit gudur: Tipik bir w noktas: ergodik
o doniigiimii ile Gtelendiginde yoriingesi yine tipik noktalar
kiimesinde kalacaktir, istenen tipik davranig ¢ogu w ve k
degerleri i¢in goriilecektir. Ayrintilar: su gekilde tamamlaya-
biliriz:

Oncelikle Egoroff Teoremi, (13) limitindeki yakisakligi
(6lglisti 1’e istenildigi kadar yakin segilebilecek) bir Qq kii-
mesi lizerinde diizgiin yakinsaklik oldugunu soyler. Birkhoff
Teoremi’nin sonucu da, u(£29) = 1 olan bir €y kiimesinden
segilen her w noktasi igin

lim #{k:OSkgn,akweﬁl}:

n— 00

Q)>0
n 1($)
oldugunu verir. §imdi bir w € Q sabitleyelim ve k; = k;(w)
ile, o*w € Q; sartim saglayan k indislerinin olusturdugu alt-
diziyi gosterelim. Bu en son egitsizlik (altdizinin terimlerinin
“pozitif yogunluk” ile dagilmig olmas1) bize
L.
lim < =1

Jj—o0

(14)
J
oldugunu sdyler. Simdi herhangi bir € > 0 verilsin. Diizgiin

yakinsaklik nedeniyle bir rg = r(g) > 0 sayisin, her r < rg
ve j > 1 icin

In vy (B(ma(oriw), )
Inr

>1l-—¢ (15)

olacak sekilde bulabiliriz. Dolayisiyla yeterince kiiciik bir r
i¢in j = j(r) indisi

eyFit < < eyt (16)
olacak sekilde segilirse (11) ile
v(B(r(w), 7)) < 2 % vy (B(ma(oFiw), rA=ki)) (17)

11

olur. Dikkat edilirse j = j(r)’nin se¢imi nedeniyle r\Fi <
(v/A)*i ve dolayisiyla 7 — 0 iken j — 0o oldugundan
A7k — 0 gelir. Boylece r — 0 iken (14),(15),(16) ve (17)
kullanilarak

lnv(B(n(w),r))
Inr

—In2

lim inf
In~

N0

—|—(1—5){

elde edilir. Bu sonug her w € €y i¢in dogru oldugu igin,
¢ — 0 ile hedefimiz olan (10) esitsizligi kanitlanir ve igimiz
biter.
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