Alan Dolduran Bir Egri

Derya CELIK*, Sahin KOCAK f, Fatma Digdem KOPARAL*, Yunus OZDEMIR*

i(;imizden birisi, bir aksamiistii, biraz hiiziinlii bir ¢ehre ile, diger ii¢iimiiziin yanina geldi
ve “Bu Barnsley ([2]) ne yapiyor boyle? Kareyi dolduran egri konusunu anlamak istemigtim.
Fakat 6yle kargik isler yapiyor kil Once uzaya cikip, sonra oradan diizleme izdiisiiriiyor; bunu
daha dogrudan ve anlagilir bir gekilde yapamaz miydik?” dedi.

Icimizden bir digeri, “Kitaptan Deliller’e ([1]) bir baksak” dedi. “Boyle 6lmez bir prob-
lemin orada mutlaka harika bir ¢6ziimii vardir.”

Hemen Kitaptan Deliller’e uzandik. Ama sonug bir hayal kirikligi idi. Bir zamanlar biiyiik
zihinleri bile allak-bullak etmig bu inanilmaz fenomen bu goksel kitapta yoktu! Buna anlam
vermekte zorlandik.

Icimizden bagka birisi, “Bu isi en iyisi kendimiz ¢ozelim.” dedi. “Zaten insan kendi yap-
madigini tam olarak anlayamaz.”

Boylece ige girigtik. Diizlemde bir kareyi dolduran ilk egriyi 1890’da Peano kesgfetmis,
Hilbert de 1891’de bu sasirtici olayin daha iyi anlagilmasi igin tek sayfalik bir makale-
sinde geometrik bir inga vermigti. Daha sonra sayisiz bagka ornekler verildi ([3]) ve bun-
larin bazilarinda ortiik veya acik sekilde fraktal bazi tasarimlar bulunuyordu. Biz de az-gok
fraktalci sayilirdik ve zaten kendini ikram eden bir ana fikri kendimizce hayata gecirmeliydik.

Once ana fikri ifade etmemiz yerinde olacak; ama bunun icin de fraktal geometrinin ha-
rika bir teoremine bagvurmamiz gerekiyor. Buna Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri teoremi
deniyor. Bu teoremi genel durumda ifade etmek yerine, hem daha kolay anlagilmasi igin,
hem de bu kadari zaten igimizi goreceginden, Oklidyen diizlem tizerinde anlatmak istiyo-
ruz. Arzu edenler, sdylenenleri neredeyse kelimesi kelimesine herhangi bir tam metrik uzaya

aktarabilirler.
Yinelemeli fonksiyon sistemleri (YFS)

Standart metrigiyle R? Oklid diizlemini gozoniine alalim. Bunun iizerinde tanimlanmus,
biiziilme seklindeki benzerlik doniisiimlerini ele alacagiz. Boyle bir f : R? — R? fonksiyonu,
her z,y € R? ve uygun bir 0 < A < 1 igin, || f(z) — f(y)|| = M|z — y|| kosulunu saglar.

Elimizde boyle tek bir fonksiyon olsaydi, herkes biliyor ki bunun tek bir sabit noktas

olacakt1 ve hangi noktadan yola gikarsak gikalim, fonksiyonu tekrar tekrar uygulayarak (“yi-
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neleyerek” ya da “itere ederek”) o sabit noktaya ulagacaktik. Yani f(x¢) = ¢ seklinde (tek
bir) o € R? noktas: olacakt1 ve her z € R? icin

w, f(2), f(f(2)) = f2(2), f(f(f (@) = fPla)..... f(=)....

dizisi xy noktasina yakinsayacakti. Bu durum, Banach sabit nokta teoremi denilen miicev-
herin bir 6zel halidir.

Elimizde boyle fi, fo gibi iki fonksiyon varsa, artik ortak bir sabit nokta bekleyemeyiz.
Her ikisinin kendi baslarina sabit noktalari olacaktir, ama bunlar farkli ise, birinin sabit

biraktigini digeri basgka bir yere gonderecektir.
Iki fonksiyon bir noktay1 ne yapar?

Bir fonksiyon bir noktay1 bir noktaya génderir.

Bir fonksiyon iki noktay1 ne yapar?

Iki noktaya gotiiriir diyebiliriz. Ya da, bire-bir degilse, iki noktay: bir noktaya da gotiire-
bilir.

Bir fonksiyon, dolayl olarak da olsa, neticede bir alt-kiimeyi, o kiimenin elemanlarinin
resimlerinin olusturdugu alt-kiimeye gotiiriir diyebiliriz. Yani bu durumda o fonksiyon, tanim
kiimesinin alt-kiimelerinin kiimesinden (kuvvet kiimesinden), deger kiimesinin kuvvet kiime-
sine giden yeni bir fonksiyon tanimlamis olur.

Peki, iki fonksiyon bir noktay1 ne yapar?

Her birinin bu noktay1 gotiirdiigii noktalarin kiimesine gotiiriir diyebilir miyiz? Tabii ki
istersek diyebiliriz. Ama bu durumda, 6rnegin fi, fo : X — Y gibi iki fonksiyon s6z konusu

ise, X kiimesinden Y nin kuvvet kiimesine giden bir fonksiyon tanimlamig oluruz:

X — PY)
r — {fil@), fa(2)} = {i(2)} U{fa(2)}.

Herhangi bir A C X alt-kiimesi i¢in de, bu alt-kiimenin f; ve fy altindaki resimlerinin

birlegimlerini alarak, bir

F:P(X) — PY)
A — fi(A)U f2(A)

fonksiyonunu tanimlayabiliriz.
Diizlemdeki benzerlik déniisiimlerimize donecek olursak, demek ki f1, fo : R? — R? gibi

iki (biizlicii) benzerlik doniigtimii verildiginde,

F:PR?*) — P(R?
A — fi(A)U fo(A)

seklinde bir fonksiyona ulagmig olduk. Bunun bize ne faydasi olabilir?
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Tek bir ficin z, f(z), f2(z), f3(x), ..., f"(x),... dizisi bize f’nin sabit noktasmi vermisti.
Acaba aym seyi F' fonksiyonuna uygulasak ve bir {z} € P(R?) elemanindan yola gksak,

{z}, F({z}) = {/i(@), fo()}, F*(2) = {fui(2), fifol@), fofa(2), fofol@)}, .. P ({2}), ...
dizisi nasil bir sey olur?
Bir ornek iizerinde sansimizi yoklayabiliriz.

1<¢§ 11 \/5)

fi : R? —>R27 filzr,29) = —= | =21 — =22, =21 + — T2

V3 \ 2 2 2

fo iR R?, folay, ) = % <§($1 —1)+ %:@, —%(ml -1)+ §x2> + (1,0)
fonksiyonlarini gozéniine alalim. Burada, f; fonksiyonu A; = 1/4/3 biiziilme katsayil ve (0, 0)
noktasi etrafinda pozitif yonde § = % kadar donme, f; fonksiyonu da Ay = 1/ /3 biiziilme kat-
sayili ve (1,0) noktas: etrafinda negatif yonde 6 = ¢ kadar donmedir. Yinelemenin baslangig
noktasi olarak da {(1/2,0)} € P(R?) noktasim alalim. Sekil 1’de F fonksiyonunun ilk 6
yinelemesi ile 10. yinelemesini goriiyorsunuz. Epey ilging bir sekle benziyor.

Demek ki bu iste bir ig var! Ama R?'nin bu alt-kiimelerinin bir yere yakinsamasi ne de-
mek? Buna resmiyet kazandirmak ic¢in yapabilecegimiz en iyi sey bu alt-kiimeler arasinda
bir uzaklk tanimlayarak R*min kuvvet kiimesini bir metrik uzaya doniistiirmek olabilir.
Sansimiza, bdyle bir seyi 100 sene kadar énce Hausdorff yapmigti. Ancak biitiin alt-kiime-
ler arasinda bir uzaklik tanimlamaya ¢aligmak pek anlamli olmuyor. Ne var ki, kendimizi
kompakt alt-kiimelerle sinirlarsak, pek ¢ok amaca uygun diigen ve manifoldlar arasi uzaklik
tanimlamaktan, bilgisayarlarda resim iglemeye kadar yaygin bir uygulama alani bulmug olan

onemli bir metrige ulagiyoruz. Bunu kisaca gene R? iizerinde aciklamaya calisalim.
Hausdorff metrigi

Bir A C R? kompakt kiimesi verildiginde, bunun r-komsulugu olarak, A'nin her noktasi
etrafindaki r-yaricaph (agik) yuvarlarin birlegimini aliyoruz. Bunu A, ile gosterelim. Simdi
R?’de A ve B gibi iki kompakt kiime verildiginde, siiphesiz B C A, ve A C B, olacak sekilde
bir r > 0 says1 vardir. Iste boyle biitiin 7lerin infimumuna, A ile B arasindaki Hausdorff
uzakhigl diyoruz. R?nin bog olmayan biitiin kompakt alt-kiimelerinin kiimesini #H(R?) ile
gosterirsek, Hausdorff uzakligi bu kiime tizerinde bir metrik tanimliyor. Bunu gostermeniz
giizel ve 6gretici bir aligtirma olacaktir. Aslinda biraz daha fazlas1 dogru: H(R?) bu metrik
altinda tamdir! Bunu gostermek biraz daha zor olsa da, gene de bir deneyebilirsiniz (veya

ornegin, [2]’ye bakabilirsiniz.)
YFS teoremi

Simdi artik R? icin yinelemeli fonksiyon sistemleri teoremini ifade edebiliriz.
f1, f fonksiyonlar1 R? iizerinde biiziicii benzerlikler olsunlar. Hatta fonksiyon sayisimi

artirabiliriz; fi, fa, ..., fx fonksiyonlar1 R? iizerinde biiziicii benzerlikler olsunlar. Bunlar
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Sekil 1: F' fonksiyonunun ilk 6 yinelemesi (a-f) ve 10. yinelemesi (g)

yardimiyla, daha once izah ettigimiz gibi,

F:HR?) — H(R?)

A — (AU (A U...U[fN(A)

fonksiyonunu olugturalim. (f; fonksiyonlar: siirekli oldugu i¢in, A’y1 génderdigimiz kiime de
kompakttir.) Boylece tam bir metrik uzay iizerinde bir fonksiyon tanimlamig olduk. Tabii
insanin aklina ister-istemez Banach sabit nokta teoremi geliyor. Bu fonksiyon bir biiziillme
olsaydi H(R?)’de bir sabit noktamiz, yani R*’de kompakt bir Ay kiimemiz olacakti, 6yle ki

F(Ag) = fi(Ao) U f2(Ap) U... U fn(Ap) = Ag



esitligi gecerli olacakt: ve hangi A C R? kompakt kiimesinden yola cikarsak cikalim,
A, F(A),F*(A),...,F"(A),...

dizisi H(RR?)’deki Hausdorff metrigine gore, Ay sabit noktasina (tabii bu artik R*’de kompakt
bir kiime) yakinsayacaktu.

Gergekten de, F' fonksiyonu H(R?) iizerinde artik bir benzerlik doniigiimii olmasa bile,
isterseniz gosterebileceginiz gibi, bir biiziilmedir! Dolayisiyla, Banach sabit nokta teoremi igin
sahne hazirdir ve herhangi bir A C R? (yani A € H(R?) ) kompakt kiimesini alip, F' altinda
yineleyerek, Ay € H(R?) sabit noktasma (yani Ay C R? kompakt kiimesine) ulasabiliriz.
Ap kiimesine yinelemeli fonksiyon sisteminin gekicisi (veya “atraktorii”) de denmektedir.
Fraktaller ve boyut konusuna girmeyecegiz ama, muhtemelen gormiig oldugunuz bir c¢ok
“fraktal” bu yontemle olusturulmaktadir. (f; fonksiyonlarimi benzerlik déntigiimleri olarak
aldigimiz igin, Ay = f1(Ag) U fo(Ap) U ... U fn(Ap) esitligi, Ag kiimesinin, kendisinin bazi
benzer kopyalarinin birlegsimi olarak ifade edilebilmesi anlamina gelmektedir ve bu duruma
da “kendine benzerlik” denmektedir.)

Daha once de ifade ettigimiz gibi, yinelemeli fonksiyon sistemleri teoremi denilen bu
olgu, R? yerine herhangi bir tam metrik uzay ve f; fonksiyonlar: yerine herhangi biiziilmeler
aldigimizda da gegerlidir.

Simdi Sekil 1’e YF'S teoremi gercevesinde tekrar bakarsak, orada belirmekte olan bek-
lenmedik geklin, R? iizerindeki {fi, fo} yinelemeli fonksiyon sisteminin kendini adim adim

hissettiren ¢ekicisinin, (siiphesiz yetersiz) bir resmi oldugunu goriiriiz.
Ik denememiz

YFS teoremi ile donanmig olarak arayigimiza basladik. Once sunu belirtelim ki, eger
R?’deki bir YFS icin fi, fa,..., fx biiziicii benzerlikleri belli bir bolgeyi kendine gonderi-
yorlarsa, biitiin yineleme oyunu bu boélge icinde oynanacaktir ve bu bolgeden bir nokta ile
baslayip, onu F' altinda yinelersek, sistemin gekicisi de bu kiime iginde belirecektir. (Hatta
bu bolge R?’de kapali, dolayisiyla tamsa, verilen fonksiyon sistemini, R? {izerinde degil de, o
bolge tizerinde bir YFS olarak kabul edebiliriz ve R?’yi unutabiliriz. )

Bizim niyetimiz, R? iizerinde (ya da bir kare veya dikdortgen iizerinde) uygun bir YFS
tanimlayip, yinelemenin basglangic kiimesi olarak da, bir nokta yerine, basit bir egri al-
mak ve bunun yinelemeleriyle limit durumunda uygun bir bolgeyi doldurmakti. Baglangicta
sOziintl ettigimiz ana fikir buydu. Duruma kolay hakim olmak i¢in de, miimkiin oldugu ka-
dar az sayida fonksiyonla ¢aligmak istiyorduk. Tek bir fonksiyon limitte sadece tek bir nokta
verecegi i¢in en az iki fonksiyonla ¢aligmaliydik. Onun igin, elimizin altinda hazir A4 kagidi
da oldugundan, 6nce soyle bir sistem diigtindiik:

A4 kigadi= [0,1] x [0%} deyip,

fi(zr,@o) = %(l’z,—l’l) + (0, %) ve folz1,22) = %(932’ _r) + (%’ %)
)



fonksiyonlarini tanimladik. (Bu fonksiyonlar ister R?, ister A4 iizerinde tamimlanmig olarak

diigiinebilirsiniz.) Bu fonksiyonlar % blizme katsayil benzerlik doniigiimleridir. (Sekil 2’ye
bkz.)
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Sekil 2: f; ve fy benzerlik doniigtimleri

Bu sistem altinda A4 = f1(A44) U f5(A4) oldugundan, yineleme igin hangi baslangig
kiimesini segersek segelim, yineleme dizisinin limiti (sistemin gekicisi) bu kiime olacakt.

Once kosegenle baglayip, onu yineleyelim dedik (Sekil 3):

A4

v
14

Sekil 3

Bu tabii igimize yaramazdi, ¢iinkii egri daha ilk adimda koptu. Bunu diizeltmek icin
sistemi hafif degistirdik (Sekil 4):

v
/
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v

Sekil 4
Ama bu defa da egrimiz ikinci yinelemede koptu (Sekil 5):
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Ve umut veren bir ansatz

Bunun {izerine, kogegenin basglangic ve bitig noktalarini yineleme sirasinda sabit tut-
manin iyi olacagini goriip, bunu saglamak ic¢in de fonksiyon sayisini artirmanin isimizi ko-
laylagtirabilecegini hissedip, 3 fonksiyonlu bir sisteme ge¢gmeye karar verdik ve o aksamin geg
saatlerinde su sistemi olusturduk (Sekil 6):

f1(D) f2(D) f3(D)
1 N
7 V3
D ) ) )
1 1 2 1
3 3
Sekil 6
filey) = (@)
x, = —,z
1 ) \/§y
1 1 1
z, = —y,—x)+ |5, —
1

fs(z,y) = —(y,x)+<§,0>

&

f1, f2, f3 fonksiyonlar1 R?’de (ya da isterseniz D = [0, 1] x [0, %] dikdortgeni tizerinde)
% biiziilme katsayili benzerlik dontisiimleri; bunlar D dikdortgenini kendisine gonderiyor
ve D = f1(D) U fo(D) U f3(D) oldugundan D dikdortgeni bu YFS'nin ¢ekicisi. Simdi bu
dikdortgenin [(0, 0), <1, %)} kosegenini alip, biraz da bilgisayar yardimiyla, yineledigimiz
zaman, agagidaki sekli elde ettik (Sekil 7). Galiba D’yi dolduran bir egri bulduk deyip, bunun
ifade ve ispatini ertesi giine birakip dagildik.



Alan dolduran bir egri

D dikdértgeninin kosegenini { f1, f2, f3} sistemi ile yineleyerek elde ettigimiz egriler dizi-
sini g0yle parametrize edebiliriz:

Y : [0,1] = D, y(t) = (t, %) egrisi, kosegenin parametrizasyonu olsun. Ilk yinelemede
ortaya ¢ikan egriyi soyle parametrize edebiliriz:

f1(70(3t)) ; 0<t<g3
70,1 = D, m(t) =19 fo(p@Bt—1) ; 1<t <2 (1)
fs(0(Bt—2)) ; 2<t<1
Devaminda da, k. yineleme igin,
fi(n-1(31)) ; 0<t<g
100> D, ) = { falma(3t—1)) ; b<r<?
fs(ma(3t—2)) 5 2<t<1

yazabiliriz. Bu egrilerin, (aldigimiz, uclar1 birbirine dogru bigimde ekleme tedbiri nedeniyle!)
siirekli olduklar1 agiktr.

Niyetimiz, siiphesiz, eger basarabilirsek, bu egrilerin limitini almak ve siirekli olmasini
umdugumuz (!) bu limit egrisinin 6rten oldugunu gostermek!

Boyle parcali fonksiyonlarla ve onlarin yinelemeleriyle ugragmak biraz tatsiz olabileceginden,
bu problemleri daha dogal bir gekilde halletmek i¢in, YF'S teorisinde ¢ok kullanilan bir “ad-

resleme” yontemine bagvurmak istiyoruz.

Noktalarin adresleri

Bir t € [0,1] noktasini “verme”nin, ya da onun yerini (pozisyonunu, konumunu) be-
lirlemenin, veya bagka bir ifadeyle, onun “adres”ini belirtmenin yolu nedir? Bunun bircok
yolu var, ama bir tanesini herkes biliyor: Ornegin, t'nin ondalik agihmim verebiliriz. Bizim
buradaki amacimiza daha iyi hizmet edecek sekilde, soyle bir yola da bagvurabiliriz: [0, 1]
araligini [0, %] U [é, %} U [%, 1} seklinde ti¢ alt-araligin birlesimi olarak diigtinelim ve s6z
konusu t sayisinin hangi alt-araliga diistiigiinii s0yle belirtelim: Bu alt-araliklara sirasiyla
1,2 ve 3 numaralarini verelim ve t'nin digtiigii araligin numarasina w; diyelim, bunu da
bir kenara yazalm. (¢ sayisi kazara % veya % ise, iki se¢enek olacak, ama bunlarin herhangi

birinin alinmasina izin verelim.) Sonra, ¢'nin diistiigii arahg benzer gekilde tige bolelim ve
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nereye diigtiigiimiize bagh olarak, ikinci kademedeki wy € {1, 2,3} sayisii segelim ve bunu

da 6ncekinin yanina (sagina) yazalim: wyws. (Bkz. Sekil 8)

t=2..
. 4
} T w; =2
1 \ 2 3
\
\
t=21
;‘\/ w, =1
11 2 3
\
} t=213..
%\/ } (U3=3
12}3
\
Sekil 8

Artik boyle devam ederek, sonsuz bir wiwsws . ..w, ... dizisi olusturabiliriz. Siiphe yok
ki bu “adres” verildiginde t'nin [0, 1] igindeki yeri belirlenmig olur. Bu yontemin kiigiik bir
kusuru, adreslerin tek tiirlii belirli olmamasidir. Ornegin 1333. .. adresi ile 2111 ... adresi
bizi ayn1 ¢t = é noktasina gotiirecektir. Aslinda kiigiik bir tedbirle buna mani olabilirdik, ama
bu cok-degerlilik igin dogasinda var ve boyle birakmak daha iyi. Ondalik yazimda da ayni
durum s6z konusu degil mi? Bu arada, wiwows . . . dizisi ile, bu dizinin (adresin) belirledigi ¢
sayisinin 3 tabanina gore (“ligtelik”) yazimi arasindaki girin iligkiyi bulmamz iyi bir aligtirma
olurdu.

Simdi bu adresler tizerinde yapilabilecek dogal bir igleme deginmek istiyoruz: wiwsws. ..
adresine sahip bir ¢ € [0, 1] noktasi verildiginde (artik bu durumda ¢ = wywaws . . . yazacagiz),
bu dizinin ilk terimi atilsa ne olur? Yani wows . .. adresi hangi ¢’ € [0, 1] noktasimi temsil eder?

Adresleme sisteminin mantigina bakacak olursak, ¢ noktasiin w; numaral ilk 1/3’lik
parca icindeki konumu neyse, ¢ noktasmin [0, 1] araligi i¢indeki konumu da o olacaktir.
Yani, w; = 1lise, ¢/ = 3t ; w; = 21ise, t/ = 3t — 1 ve w; = 3 ise, ¢’ = 3t — 2 olacaktir.
Bir adresteki ilk terimi atma operasyonuna “kaydirma” (shift) dontigiimii adi veriliyor ve
genellikle o ile gosteriliyor: o(wjwaws . ..) = wows . . ..

Buna gore t = wjwows ... ile ' = wows ... arasindaki iligkiyi ¢ = o(t) seklinde ifade
edebiliriz.

Adreslerin faydalar:

Simdi bakin (1) tanimim bu kaydirma déniigiimii yardimiyla ne giizel ifade edebiliyoruz:

Y1 :[0,1] = D, %(t) = fu,(v(o(t))) !



Bunu yineleyerek,

ve k. kademede,

Y 0,1] = Dy () = (fur © fun 0+ 0 fu ) (0(0™(1)))

yazabiliriz. (Burada o*, kaydirma doéniisiimiiniin k& defa pegpese uygulanmisidir. Asagida
fior © fun ©...0 f,, ifadesini bazen f,, u,. ., seklinde kisaltacagz. )

Lafi biraz uzatmak pahasina, ama manzaranin iyice berraklagmasi icin, birka¢ sey daha
soylemek istiyoruz.

1,109,103 1 [0,1] — [0,1] fonksiyonlarini, ¢y (t) = %t, Po(t) = %t —l—% ve YP3(t) = %t +§
seklinde tanimlarsak, bu fonksiyonlar [0, 1] tizerinde (hatta isterseniz R {izerinde) bir YFS

olugturur ve bunun ¢ekicisi [0, 1] araligidir:

[Ov 1] = %([Oa 1]) U ¢2([07 1]) U ¢3([07 1])

Bu YFS yardimiyla, bir ¢ € [0, 1] noktasinin wjwows . . . adresine gu gozle de bakabiliriz:
t noktas ilk kademede w;. parcada ise: t € 1, ([0, 1]),

t noktasi 2. kademede wy. parcada ise: t € (1, © ¥.,)([0,1]),

t noktast k. kademede wy. pargada ise: t € (¢, © ¥y, o ... 0, )([0,1]).

11, 19, 13 biiziicii benzerliklerinin her uygulamasinda [0, 1] araligimin uzunlugu % oraninda
kiigiildiigiinden, £ — oo i¢in bu i¢-ige gegmis araliklarin arakesitinde tek bir nokta kalir; tabii
o da t noktasidir: .

() Yurinn (0.1]) = {2},
k=1
Bunu istersek soyle de yazabiliriz:

Herhangi bir w € [0, 1] igin ¢ = kh_}rgo Vg ().

Bunu da sembolik olarak soyle yazabiliriz: t = 1, wpws...(1).

[0, 1] aralig: iizerinde, {11, 12, 13} yinelemeli fonksiyon sistemi ile iligkilendirerek agiklamaya
calistigimiz adresleme yontemini, D = [0, 1] x [0, %] dikdortgenine ve { fi, fo, f3} yinelemeli
fonksiyon sistemine de uygulayabiliriz: Bir @ € D igin a = wjwsws ... olmasi demek, a
noktasinin, D dikdértgeninin wy. pargasinin (yani f,, (D)'nin) igindeki wy. parcammn (yani
(fur © fup)(D)'nin ) igindeki ws. parcanin (yani (f,, © fu, © fus)(D)nin ) igindeki ... nokta
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olmasi demektir. Tabii a’'nin bagka adresleri de olabilir, ama bu adrese sahip nokta tektir
(Sekil 9):

(M forwaion(D) = {a}.

(a—Z /a=21.. /a=211
L. ! L i ol el
; ; fis®@ 1 fa® | @ L ssihul sl L s
i i fo® | fa®@) | fa(®) L el el
D) L A® L AD fa® L fs® L (@) i st | il
Sekil 9

Sonuca dogru

Artik ortaligl yavas yavag toparlayabiliriz. Aslinda buraya kadar anlattiklarimizin hepsi
genel kiiltiir olup, ispata simdi bagladigimizi diigtinebiliriz.

Oncelikle suna igaret edelim ki, inga ettigimiz 7y, : [0, 1] = D, Y&(t) = furwn.or (Yo(*(2)))
egrilerinin olugturdugu dizi, diizgiin (uniform) bir Cauchy dizisidir. Herhangi bir ¢ € [0, 1]
noktasini sabitleyip,

Yo(t), 11(2), 72(t), - .-

dizisine baktigimizda, k ve [ € N sayilar yeterince biiyiik secildiginde v, (¢) ve v,(t) € D nok-
talar1 D kiimesinin geometrik olarak yeterince kiiciilmiig bir resmi i¢inde kalacaklarindan,
|76 (t) =i (¢)|| bityiikliigii, t’den bagimsiz olarak (uniform olarak) yeterince kiigiik tutulabilir.
(e > 0 verildiginde, hangi N i¢in, k,1 > N oldugunda ||vx(¢) — 7. (t)|| < € olacagini, D’nin her
adimdaki % oranimdaki kiiglilmesinden hemen bulabilirsiniz.) Demek ki, bu vo(t), 1 (), 72 (%), - . .
dizisi bir 7 : [0,1] — D siirekli fonksiyonuna yakinsar. Iste bu fonksiyon, aradigimiz, alan

dolduran bir egri olacak! Simdi bunun ifadesini bir bagka sekilde yazalim:

Alan dolduran bir egrinin pek dogal bir ifadesi
fyk(t) = fw1w2...wk (’}/O(Uk(t))) Oldugundan,

(1) = m y(t) = 0 foyu, (0(0" (1)) olur. 70(c* (1)) € D olup, (7] furworan (D)
—00 k—o0 b1
arakesiti de tek bir noktadan ibaret oldugundan, demek ki lim 74(¢) noktast bu noktadir!

. .. . kﬁoo
Bir bagka gosterimle,

@)} = ﬂ fwwz---wk(D) = furwsws...(D)
k=1

yazilabilir. Diger yandan, {t} = ¥y, wyws.. ([0, 1]) oldugundan, demek ki, adresler cinsinden
yazacak olursak,

7(&]1&]2&]3 c. ) = Wiy . ..
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olmaktadir! Burada soldaki wjwows . . . adresi, t € [0, 1] noktasimin {1, ¥, 13} sistemi cinsin-
den adresidir; sagdaki wjwows . .. adresi de, y(t) € D noktasimn { f1, fo, f3} sistemi cinsinden
adresidir.

Herhalde bundan daha giizel bir ifade olamaz. 7 egrimiz, [0, 1] i¢indeki ¢ = wjwsws . . . nok-
tasimi almakta ve bunu D i¢indeki aymi adresli noktaya gondermektedir! Boylece bu egrinin
orten oldugunu da gérmiig oluyoruz, ¢linkii bize D icinde herhangi bir nokta verildiginde, bu
nokta [0, 1] i¢indeki ayn1 adresli noktadan gelmektedir!

Boylece bizim de alan dolduran bir egrimiz oldu. Artik bu ispatimiz “Kitaptan Deliller”e
girer mi, girmez mi, orasini tabii bilemiyoruz.

Son olarak suna isaret edelim ki, v : [0,1] — D fonksiyonu (egrisi) siirekli ve drten
olmakla birlikte, siiphesiz bire-bir olamaz. Aksi halde (kompakt bir uzaydan, bir Hausdorff
uzayma giden siirekli bir fonksiyon olarak, tersi de siirekli, yani) bir homeomorfizm olurdu
ki, [0, 1] ve D uzaylar bildiginiz gibi homeomorf (yani topolojik olarak denk) degildir. (Bunu
en kolay nasil gosterebilirsiniz?)

Son sekillerimiz (Sekil 10-12), v altinda goriintiileri ayni olan iki noktanin encamini goste-
riyor.

t; = 11333 ... noktast i¢in, k > 2 olmak iizere,

o"(t) =333..., 70(333...) = (1) = (1%) ve fs (1%) - (1%)

oldugundan,

V(1) = fififs. - f3((0® () = fify (1’ %) - (%’ %)

ve dolayisiyla,

3733

olur. Benzer sekilde, t, = 22333 ... noktasi i¢cin de, k > 2 olmak iizere,

Vi(t2) = faf2 (1, %) = (é %) ve y(t2) = lim yi(ts) = (%, %) :

yani sonug itibariyle v(¢;) = y(t2) olur.

(00 = Jim w(t) = (5057 )
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Bu YFS’lerle oynamayi sevdiyseniz, artik sizin de pekala bir alan dolduran egriniz olabilir!
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