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Boliim 1

Hatirlatmalar

Dwork, Grothendieck ve Deligne Weil sanilarini ispatlamigtir.

ilgili makale: Andre Weil, Number of solutions of equations in finite fields, Bulletin AMS, 1948.

Tamim 1. Bir cisim k tizerindeki mutlak deger, cisimden negatif olmayan reel sayilara tamimli ve
agagidaki Ozellikleri saglayan bir gonderimdir (fonksiyondur):

|-]:k — R> gonderimi, z,y € k i¢in:

(i) |x| = 0 ancak ve ancak x =0

(i) Jzy| = [zly

(i) [ + y] < |o] + |y

Ayni topolojik uzay1 tarif eden, ya da ayn1 Cauchy dizilerine sahip olan mutlak degerler denktir.
Teorem 1 (Ostrowski teoremi:). Q (rasyonel sayilar cismi) tizerinde sadece ve sadece su mutlak deger

denklik siiflar1 mevcuttur:

« Z
(@) |a]oeo = (Bu denklik simifindan bahsedilirken sonsuz asal da denir.)

—a a<0

(b) Her asal p sayis1 i¢in tamimlanmig olan p—sel mutlak deger :

Tanvm 2. Her n € Z igin, {k € Z : p*|n} kiimesinin en biiyiik elemanina n sayisinin p—mertebesi
denir ve mer,(n) € Z>o U {oo} ile gosterilir.

Denk bir gekilde ifadesi: p*|n ancak p**1 fn ise k dogal sayisina n sayisinin p—mertebesi denir
ve merp(n) olarak gdsterilir.

Eger bu 6zelligi saglayan bir k& dogal sayis1 yoksa: mer,(0) = oo olarak tanimlanir.

a

a ve b tam sayilan i¢in o = § olsun. p—sel mutlak deger, |a|, = [¢], = s olarak

1
prmerp(@) —merp (b

tamimlanir.
Ornek 1: merz(—18) = 2, ¢linkii —18 = (—1) * 2 * 3.

e .| =18 _ 1 _ 1 _
Ornek 2: ’ 15 ’3 = Zmerz(—18)—merz(15) — 32-1 —



Tanim 3. Her mutlak deger bir metrik tamimlar ve bu mutlak deger altinda cisim iglemleri siirekli

olur. Bu durum (Q, +, *, d) bir metrik cisim tamimlar denerek ifade edilir.

Q, d) metrik uzaymin tamlanis @,J metrik uzayidir ve Q tizerindeki +, * islemlerini Q’ a
( y $ y $ y

stirekli olacak gekilde genisletmek miimkiindiir.

Tanim 4. Ostrowski teoremini g6z Oniine alacak olursak, | - |« altinda Q'nun tamlams1 R, |- |,
altinda tamlanis1 da Q, olarak gosterilir.

Bu cisimlere ve C’ye yerel cisim denir.

K cismi Qpnin derecesi n olan bir geniglemesi olsun, ve her € K icin,
1
|z = [Nk/q, ()"

olarak tanimlansin. Bu durumda |.|x gonderimi K {izerine tamimli bir mutlak degerdir, ve |.|x,
|.lg,yi genisleten, yani her a € Q,, i¢in, |a|x = |a|g, sartim saglayan biricik mutlak degerdir.
Tanim 5. Cisim geniglemesi: F' ve K cisim, K cismi F'nin altcismi ( K C F' ve F'deki toplamanin

Kya kisitlamisi K daki toplama, ve aynisi1 ¢carpma icin de gecerli.) Bu durum

K

|
F

olarak gosterilir ve kisaca K/F olarak yazilir.

Ornek: Q(v/2) = {a + bv/2|a,b € Q}, Q iizerinde bir cisim genislemesi. Q(1/2) carpmaya gore
tersleri ihtiva eder.
Cisim geniglemelerinde, iistteki cisim (iceren) alttaki (icerilen) tizerinde bir vektdr uzayidir. Yani

i : K — F icerme fonksiyonu olmak iizere,

KxF — F
(@,8) = i(a)-f
gonderimi gerekli kosullar1 (skalar ¢carpma olma kogullarini ) saglar.

Ornek: (o, a + bv/2) — (aa + aby/2).

Ornekte, {1,v/2} kiimesi Q(v/2)yi bir Q vektor uzay1 olarak gordiigiimiizde bir bazdir, yani
dogrusal bagimsiz ve gerendir. Dogrusal bagimsizlik, v/2nin rasyonel olmayisinin sonucudur: a, b €
Qigin, a+bv2 = 0 olsun. b # O ise, v/2 = —% € Q olurdu. Bu miimkiin degil. O takdirde a = b = 0.

Diger 6rnek: Q(V2, \/3)



Tanim 6. Eger F//K cisim genislemesinde, F' cismi K iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay: ise,
bu boyuta (vektdr uzayr boyutuna, yani boyut; F'e) cisim genislemesinin derecesi denir ve [F' : K]
olarak gosterilir. F' cismi, K iizerinde sonsuz boyutlu bir vektdr uzay: ise [F' : K] = oo olur.

Ormek boyutoQ(v3) = [Q(V2) : Q] = 2

Q, Q tizerindeki tiim polinomlarin kéklerini ihtiva eden en kiiglik cisim olsun. Varsayalim ki bu
C cisminin i¢ine dahil edilebiliyor.

Simdi, o : F — K halka homomorfizmalarin1 ele alahm. (Yukaridaki 6rnekte, o : Q(\/ﬁ) — C)
Bu homomorfizmalarin K cismine kisitlaniglari, birim fonksiyonu versin.

Homomorfizma olma sartlar:: o(a + b) = o(a) + o(b), o(ab) = o(a)o(b) (ve o sifir fonksiyonu
degil.) o|x = 1k yani her a € K i¢in, o(a) = a

Ornekte K = Q, ve F' = Q(v/2).

Ornege geri donecek olursak, o(a+bv/2) = a+ bo(1/2) olacak. Ayrica, (v/2)? = 2 oldugu icin,
o : Q(v/2) — C herhangi bir halka homomorfizmas1 oldugunda, o(v/2)? = ¢(2) = 2 olacaktir.
Boylece, J(ﬁ) = ++/2 olmahdir.

Ornegimizde, o1(a+ b\@) =a+ bV2 ve oy (a+ b\@) = a — bv/2 olsun. Bu durumda, norm

Nowaol®) = o1(z)oz(2)
= (a+bV2)(a—bV2)

= a®—2?

olur.
Genelde de o € F, K|z]deki bir p(z) polinomunun kékii ise, 0 = ¢(0) = o(p(«)) = p(o(«))
olacagindan, o(a), p[z] polinomunun K daki koklerinden biridir.

Tamm 7. o; : K — F halka homomorfizmalari, K cisminin F i¢ine tiim yerlestirmeleri olsun. Bu

durumda,

Ngp(z) = Hai(l‘)

olarak tamimlanir.
K

| ve [K : Qp] sonlu oldugunda, K cismi, |.|x mutlak degerine gore tamdur.

Qp

Tanim 8.

Ox ={reK:|z|g <1}

kiimesine K cisminin tamsayilar halkas1 denir.



Bir tane maksimal ideal Pxya sahiptir:

Pr ={z € K||z|x < 1}.

Tamsayilar halkasinda maksimal idealde yer almayan elemanlar, yani Ox — Pxnin elemanlan

Ok da tersinirdir.

@p, Qpnin (p-sel sayilar cisminin) cebirsel kapanigidir. @p /Q, de cebirsel bir geniglemedir: Q,
katsayil her polinom, Q,de dogrusal polinom garpanlara ayrilir. Yani her p(z) € Q,[z] C Q,[x]

i¢in, a1, ..., as € Q, ve pozitif tamsayilar pi1, . . ., us ve ¢ € Q, — {0} mevcuttur 6yleki

) = ol — ) .. (o - )

olsun.

@p cismi {izerine mutlak degerini tek tiirlii genigletmek miimkiindiir. o € @p oldugunda, o, Q,

iizerine cebirsel bir eleman ve Q,(a)/Q),, sonlu bir genislemedir. Bu durumda,

1
[@p (2):0p]

la] = [N, (a)/0, (@)]p
olarak tamimli.

Fakat @, bu mutlak degere gore tam degil. {2,,, Q,nin tamlamgidir ve buna Tate cismi denir.

Tate cismi hem tam hem cebirsel olarak kapalidir.
Serilerin (2,de yakisaklig1 kosulu:
a, € Q, olmak iizere, >, a, Q,de yakinsak ancak ve ancak (2, mutlak degerine gore a,, — 0.

a € 2, ve r > 0 ic¢in, a etrafinda r yaricaph acik ve kapali disk:

D(a;r™) = {z € Qllz —ala, <7}

ve

D(a;r) = {x € Qyllo — ala, <1}
olarak tammlanir. @ = 0 oldugunda, bunlar kisaca D(r~) = D(0;77) ve D(r) = D(0;r) olarak
gosterilir.

f(z) € Z,][[z]] bicimsel kuvvet serisi verilsin. ¢ = 0,1,2, ..., i¢in a; € Z, olmak lizere f(X) =

ap+ a1 X +asX?+ ... +anyz? + ... olarak yazilsin.



Bu seri z € D(17) i¢in yakmsaktir, ¢iinkii f(z) =Y.~ a,a™ ve
lana"|a, = lanlo, |z]g, < |25,

Teichmiiller temsilleri

Teorem 2. p : asal. XP — X = 0 denklemini ¢bzen ve ¢ = 0,1,...,p — 1 icin a; = ¢ mod p sartim
saglayan p tane ag, ..., a,—1 sayilan Q, de mevcuttur.
ispat

Hensel’in lemmasm hatirlayalim:

F(z)=co+ciz+ ...+ cna™ € Z,x] i¢in, dyle bir ag € Z,, olsun ki,

F(ap) = 0modp

F'(ag) # 0modp

Bu durumda, &yle bir tek a € Z,, vardir ki F'(a) = 0 ve a = ap mod p olsun.
Simdi, F(z) = 2P — x € Zp[x] olsun. F'(z) = pzP~1 — 1.

1=0,1,...,p— 1€ Z, i¢in.

0 mod p

!
—
~.
=

1
~
~.
=
Il

—1#0mod p

Simdi Hensel’in lemmasim1 kullanarak sonug elde edilir.

Tanmum 9. Teoremde biricik sekilde var olduklarni ispatlanmis ag,ai,...,ap,—1 € Z, sayilarna,

0,1,...,p — 1 sayilarimn teichmiiller temsilcileri diyecegiz.



Bolim 2

Kuvvet Serileri

log(1 + X), exp(X) = X, y(X,Y)

F(X) =307 ganX™ € Q,[[X]] bigimsel kuvvet serisi verilsin. O C €, i¢inde agik kiime olsun.
(Yani her o € O igin 1, > 0 vardir 6yle ki D(a,r, ) C O. Biz, f(z) € Q,[[z]] aracihigiyla, O — Q,
fonksiyonlar1 tanimlamak istiyoruz.

Lemma f(x) =Y anz™ € Q,[[z]] verilsin. Bu durumda

r=rlf)= ————

im sup|an|a,
i¢in f(z), |z|a, < r(f) i¢cin yakinsar ve |z|q, > r(f) i¢in raksar.

{xn}52, dizisinin limit noktalarinin kiimesi £ olsun. lim sup{x,,} = supFE olur. Her € > 0 icin
oyle bir N, € Z>( vardir ki, her n > N, i¢in, z,, < b + € olur.

Lemmanin ispati: 2 € €, [z]q, < 7 ve |z|q, = (1 — €)r seklinde bir 1 > ¢ > 0 vardur.

Bu durumda,

1
lanz"la, = lanla, 2[5, = lanla, (1 — )" = (rlan|g ") (1 — &)

lim supn|an|;z/pn = 1 oldugu icin

1/n

1
\an Q, < P n > ng

Boylece, lim,, oo|anz"|q, < lim, o (((11_7?)’;‘) =0.
2

f(x) =3, _ganz" |2|o, < 7 sartinda yakinsar.
Odev: |z|q, > r i¢in aym ispati degistir.
Tanmim 10 (Yakinsama yarigapy). f(z) = > .2 a,z™ € €,[[z]] bi¢imsel kuvvet serisinin yakinsama

yarigapini

P =

 lim sup|an|gp1/

8



olarak tanimliyoruz. r = 0 ya da oo olabilir.

f(z) € Qp[lz]] ve D(r(f)) = {z € Qp|[z]o, < r(f)}de yakinsasin. Bu durumda,
f:D(r(f) = Qp

stirekli bir fonksiyon olur. (Ya da daha kiiciik bir diskde, eger sinirda bir problem varsa.)

2.1 log(l+ X)

9g(X)=>2, D" yn ¢ Q,[[X]]. biciminde bir kuvvet serisi verilsin. n = 1,2, ... i¢cin a, =

n
% olsun. Bu durumda, |a,|o, = prerr(n) ye lim|an|1/" = limy,_, sop™e»(M/m = 1
(limy, o0

mery(n) —0. )

O nedenle r(g) = 1.

Egerx € Q, |z|q, = 1sartim saghyorsa |a,2"|q, = |as|o, = pet(n) > 1 £ O ve lim,, s olan2™|, #

0 ve |x]o, = 1 i¢in g(X) wraksaktir.

Sonug g(X) = Yoo, EU xn ¢ Q [[X]] D(17) = {z € Qljzlo, < 1} agk diskinde

n

yakinsaktir.

00 (71)n+1
n=1 n

Tamm 11. " log,, " ile gosterecegimiz log, (1 + X) =} x" bi¢imsel kuvvet serisi

log, : D(17) — &,

p-sel logaritma tasvirini tanimlar.

Not: log,(Y) fonksiyonunu Y cinsinden kuvvet serisi olarak agmak, terim yer degistirmeleri

gerekeceginden problemli.

2.2 exp,(X)

h(X) =300, %X” € Q[[X]] ve mery(n!) = 0 (%] < 32 = #. O nedenle, |a,|q, =

‘%|p — pmerp(n!) < pr1

|an|512/pn <prTHern=0,1,2 ... icinp 771 < W
anlg,

Yakinsama yarigapt r(h) > pfﬁ,

Sonug € Q, |z|q, < p T icin h(x) yakinsaktir.

Eger |z|o, = piﬁ ise n = p™ icin mer,(n!) = mer,((pP™)) =p™ 1 +p™ 2+ ... +p+1=




10

pm—1 1

Inerp(%) =pTmery(z) - B = 555

lanz™|q, /0. (Sifira yakinsamaz.)

Dolayisiyla D(p_ﬁ ") agik diskinde yakinsaktr.

Tamm 12. h(X) = > ° (L X" € Q,[[X]] bicimsel kuvvet serisi exp, : D((p_r%l)_) — Q,

n=0 n!

gonderimi tanimlar ve bu génderime p-sel listel fonksiyon denir.

log,, (1 + X) ve exp,(X) fonksiyonlarinin temel 6zellikleri:

log,, (1 + X) her z € D(17) i¢in yakinsaktir. exp,(X) her z € D(pip%l_) icin yakisaktir.
log, (1 + X) +1log,(1+Y) =log,(1+ X)(1+Y)

exp, (X ) exp,(Y) = exp,(X +Y)

log,, (1 +exp,(X) —1) = X.

— LT\,
exp,(log,(1+ X)) =1+ X. herz € D(p~»-T ) igin.

2.3 ~(X,Y)

1+Y)¥ Xlog,(1+Y))

Il
@
"
o
S

= > l!(X log,(1+Y))"

(X, Y) = Zm,n A XY™ € 1+ XQ,[[X, Y]] +YQ,[[X, Y]] dahast her m,n i¢in ay, , € Z,,

Tanim 13. Eger B(T) € Q,[[T]] bi¢imsel kuvvet serisinin yakinsama yaricapt 7(B) = oo ise B(T)ye

p-sel tam fonksiyon denir. (tam: entire)

p-sel Weierstrass hazirlik teoremi B(T') € Q,[[T]] p-sel tam bir fonksiyon olsun. Bundan sonra

Q, yi Q ile gosterelim. Bu durumda her R > 0 i¢cin P(T) € Q[T ve H(T') € 1+ TQ[[T]] vardir dyle
ki, H(T) D(R) kapali diskinde yakinsak ve sifirdan farkl fonksiyon tanimlar ve B(T') = P(T)H(T)

olur.



Bolim 3

Weil Sanilar1

3.1 F cismi iizerinde taniml1 afin/projektif hiperyiizeyler

A% = {(x1,...,2n)|x; € F} F tizerindeki n—boyutlu afin uzay.

Flz1,...,zy,] F lzerinde degigkenleri x1, ..., z, olan polinom halkas

Tanim 14. f(x1,...,xy) € Flz1,...,2,] tarafindan, A% icinde tamimlanan hiperyiizey

Hy ={P = (z1,...,2,) € AR|f(P) =0}

kiimesidir. Bu hiperylizeyin boyutu boyutH; = n — 1dir.

P%. F iizerindeki n—boyutlu projektif uzay, Af™" — {(0,...,0)}/ ~ denklik siniflar1 kiimesidir.
= (xoy.. . xn) ve ¥ = (Yo,---,Yn), Ag“ —{(0,...,0)} kiimesinin iki elemam olsun. ¥ ~ ¢
ancak ve ancak ¢ = A% (yani her ¢ = 0,...,n icin y; = Az; ) olacak gekilde bir A € F' — {0} varsa.
Bu AT — {(0,...,0)} tizerinde bir denklik bagintisidur.

(0, ..., 2y) nin ait oldugu denklik simfi [zg: ...: z,] = {(Azo, ..., Az,)|\ € F — {0}} olur.

Boylece P = {[zq : ... : ,]|(w0, ..., 2n) € AT — {(0,...,0)}} olur. (Not: projektif n uzay,
afin n + 1 uzaydaki (0,...,0) noktasindan gecen dogrular kiimesidir.)

Projektif uzaylar ile afin uzaylar arasinda iligki vardir.

A% — P% gommesi mevecut ve

(1, y@n) = [Lrxy ... xy) her (21, ..., 2,) € A icin.

Dolayisiyla

P =ARU{[0:2; ... z)|(21,. . 20) € AR —{(0,...,0)}} = AR UPE!

A#0Oise [Arzyt...ixp,) =[1: %5 .. : Z2] olacagindan, P} = A UPE ' olacaktir. Devam
edersek:

11



12

Pr = ARUAR'UPL?
PE = ARUAL'U...UALU{x}
olur. Burada {*} ={[0:0:...:0:1]} = AY dir.
zfo ...k € Flx, ..., x,] polinomuna monom denir ve monomun derecesi derece(zf° . . . z¥n)

ko + ...+ k, olarak tammmlanir.

p(zo,...,2n) € Flzo,...,x,] polinomu eger derecesi ayn1 olan polinomlarin toplami ise bu
polinoma homojen denir. Derecesi ayrica belirtilir.

(Alternatif denk tamim: p(Axg,...,A\x,) = M\p(zo,...,2,) her A € F olacak sekilde bir k

pozitif tam sayis1 varsa. k = 0 durumu ise, sabit polinomlara karsilik gelmektedir.)

Ornek: P(z1,292,73) = 52} + Tz123 — 23 + 2122 derecesi 3 olan Q iizerinde homojen bir
polinomdur.

Homojenlestirme:

P(x1,...,zy,) € Flx1,...,z,] polinomunun homojen tamlams: ile d = derece(P) yani P poli-

nomunun monomlarinin derecesinin maksimumu olmak {izere,

homojen polinomu kastedilir.

Ornek P(z1,72,73) = 23 — 37127923 + 1 + 1 olsun. Bu durumda

~ T1 To T
P(x0, 21,72, 73) = x5 (—1, =2 —3) = a3 — 312023 + 1178 + X
To To Lo
olur.
f(zo,...,z,) € Flzg,...,,] homojen polinomu verilsin ve f(zo,...,2,) = 0 olsun. Bu du-
rumda f polinomu [zg : ... : x,] denklik simifindaki her noktada sifir degerini alir.
ﬁ~:{[$0 : ...:xn]|f(a:0,...,xn) =0} C P

f homojen polinomunun P% iizerinde tanimladig1 projektif hiperyiizey denir.
f(z1,...,2n) € Flx1,...,x,)] verilsin ve f fnin homojen tamlamg1 olsun. ﬁf’e H afin hiper-

ylizeyinin projektif tamlamg1 denir.
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Hiperytizeyler ve cisim genislemeleri:
K/F bir cisim geniglemesi olsun. Bu durumda, f(x1,...,z,) € Flz1,...,2,] C K[z1,...,2,]

olur.

Tanim 15. Hynin "K —noktalar1 "
Hf(K) = {(‘Tlv cee 7x'n) € A?{"f(xla e ,JC”) = O}

olarak tanmimlanir.

Eger f(xo,...,2n) € Flxo,...,2n] € Flxo,...,2n] C Klzo,...,z,] homojen polinom ise

H Fin K — noktalar:

Hipey={lwo:z1:... 0] € P f(xo, 1, .., 2n) = 0}

olarak tamimlanir.

3.2 Hiperyiizeylerin Zeta fonksiyonu

Bir f(z1,...,2n) € Fglx1,...,x,] polinomunun tammladigi H; hiperyiizeyinin Zeta fonksiyonu
bu kisimda tanimlanmaktadir.
F=TF,(qg= p! elemanh sonlu bir cisim. )
Z/pZ =F,={0,1,...,p—1}.
F
| vel[F:Fpl=fise|F| = p/ ¢linkii F =F, x ...F, = (F,)/
Fp
Dikkat: mertebesi f olan (izomorfizmaya kadar) sadece bir tane sonlu cisim vardir.
K/F sonlu bir cisim genislemesi ve [K : F] = s ve |F| = ¢ olsun.
P ={[xo:21:...:zp]|x0,21,...,2n € K} sonlu olur.

qs(n+1)71

PR =117 (AL ve ¢*" +¢*" D 4 . 4+ 1= = §(P%) olur.

q°—1

flx1,...,2n) € Fy[z1,. .., x| verilsin.
§H(K), Hjnin K —noktalarinn sayist , sonludur, ve

Ny = ﬁHf(K> < g™

olur.
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f(zo,...,zn) € Fglzo,. .., z,] homojen polinomu verilsin. Bu durumda gf(]Fqs), yani Hf pro-

jektif hiperytiizeyinin F;s —noktalarinin Ny sayis1 sonludur ve

(qs)nJrl _ 1

N, <
q* =1

olur.

Tanim16. f(x1,...,2,) € Fylz1, ..., 2,] polinomunun tammladigt H hiperyiizeyinin Z(Hy /Fq; T)

Hasse-Weil zeta fonksiyonu:

oo

Z(Hy[Fg;T) = exp (Z ]ZT>

s=1
bigimsel kuvvet serisi ile tanimlanir.
Burada exp(T) = Yoo, T € Q[[T]] olacaktur.
Uyart Z(Hp/Fy;T) = 000 L (002, 2Tt = Ag + AiT + AsT? +..ove Ag = 1,4, =
Ny, Ay = N + % + ... olacaktir.

Odev: Tiimevarimla A,, € Q olacagim gbsteriniz.

3.21 Zeta fonksiyonunun temel 6zellikleri

Z(Hy/F,;T) € Q[[T]] bigimsel kuvvet serisinin temel 6zellikleri:
1. Z(H;/F; T) € Z[[T]] olur ve katsayilar1 pozitiftir.
2. Z(Hy/Fy; T) nin T7 katsayist < ¢/ olur.
3. Asagidaki 6nermeler denktir:

(a) Z(Hy/F4; T) bir rasyonel fonksiyondur: P(T'), Q(T) € C[T] vardir dyle ki Z(H/Fy;T) =
P(T)

—~

o olsun.
(b) Oyle (sonlu sayida) «, Bj € Cvardir ki, s =0,1,2,... icin,
=YY
j i
olsun.

Temel 6zelliklerin ispat1

(1) G5 = Gal(F,/F,:) olsun. s = 1,2,.... G; = Gal(F,,F,).

Gs grubu H(F,) hiperyiizeyine etki eder. Her 7 € G5 = Gal(F,,F,:) ve her (z1,...,2,) €

H;(F,) icin, agagidaki etki mevcuttur:

(xh...,:rn) — (T($1)7~-~,T(xn))
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flxe,. .. zn) €Fylan,...,zpn] ve (21,...,2,) € Hp(Fy) icin, f(z1,...,2,) =0ve 0 =7(0) =
7(f(x1,. . 2n)) = f(r(21),...,7(zy)) olacagindan, (1(z1),...,7(x,)) € Hp(F,) olacaktir.

Sonug olarak,

olur. (Temel Galois teorisinden dolay1.) Burada A®, G grubu bir A kiimesi {izerine etki ettiginde,

bu etki tarafindan sabit birakilan elemanlardan olugur: A = {a € A|ga = a}.
z = (z1,...,2,) € Hy(F,) olsun. [z] ile 2’in G; grup etkisi altindaki yoriingesini ifade edelim:
[z] = {z7|o € G1} olsun.

Y = Hy(F,)/G1 = {[z] : * € H¢(F,)} ile G; grup etkisi aluinda H;(F,)nun yoriingeler
kiimesini ifade edelim.

[z], H(F,) kiimesinin sonlu bir altkiimesidir. x1, ..., z,, € F, olduguigin, 71, ..., z,, elemanlar

F, cismi tizerinde cebirseldir. Olast en kii¢lik 0 < s € Z pozitif tamsayisin1 secelim, dyle ki

Ty Xy € Fys

olsun.

Bu durumda, her o € G i¢in,

o(x1),...,0(x,) € Fys
olsun. Boylece

[z] C Fy- olur ve sonug olarak f[z] < (¢*)" olur.

Tanmuim 17. [z] € Y igin, xin [z] ybriingesinin derecesi, derece[z] = f[z] ([z]’in eleman sayis1) olarak

tanimlanir.

x = (z1,...,2,) € Hf(Fgs) olsun 6yle ki, « ¢ Hy(IF) her t|s (yani s, x noktasimn dahil

oldugu H¢(Fgs) kiimeleri arasinda en kiiciigii.)
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Fyr = Fy(6)

|

Fge

|

Iy

Bu durumda, z1,...,2, € Fy elemanlarimmn birisi (buna z;, diyelim) Fy: = Fy(z;,) sartim

saglamak zorunda. Yani z;,, F;+ /F, genislemesinin bir primitif elemam: olmak zorunda. (Béyle

olmasayd: , daha kiiciik bir s i¢in nokta dahil olurdu.)
derece[z] yoriinge boyutu (biiyiikliigii, eleman sayis1).

o(x;,) icin tam olarak s tane secenek mevcuttur, ¢linkii
derece(min polinom,, () =s

ve derece[z] = s.

Yoriingelerin N, katsayilarina katkisi

z = (z1,...,2,) € Hp(F,) i¢in derece[z] = ¢ olsun. Bu durumda, [z] ydriingesinin Ny =

=t egert|sise
tH(Fgs) e katkast :

=0 egert fsise
Ispat:

1. durum: t|s

v € Hy(Fy) C Hy(Fy)

(2] = {2710 € Gr} © Hy(Fye) © Hy(Fye)

derece[z] = tnin $H ;(F,-)e katkis1 vardur.

2. durum: ¢ fs Fye & Fys

[z] ybriingesinin Z (Hy/F,; T') fonksiyonuna katkis1 yok.
O halde,

t . ot
exp( Z ;T) = exp(z j—tTﬁ)
j=1

SEL>(
t|s
= exp(i lTjt)
— j
=
exp(—log(1 —1T"))
1

1-Tt
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Sonug olarak,

1
Z(Hp/Fy;T) =[] 1 Tderecelz]
[z]eY

— H (1 + Tdcrccc[g] + T2dcrocc[§] + .. ) e Z>O[[TH
[z]eY

(2) Gergekten de, 1 < s € Z icin, Ny = f(Hy(Fg:) < #(Ay ) ve
t(Fg) = ¢

Zeta fonksiyonunun katsayilar1 exp (Zfozl 4 TS) bicimsel kuvvet serisinin katsayilarindan kii-

S

ciik egsittir.

(oo} qns (oo} 1
exp <Z STS> = exp (Z s(q”T)s>
s=1 s=1

= exp(—log(l—¢"T))
1
1—q"T

o0
= >
=0

(3) Onermelerin denkligi:

(i) Oyle o, Bj € Cvardir ki, s =0,1,2,... icin,

Ne=> 8-> o
J 3

olur.

(ii) Z(Hf/Fq;T) bir rasyonel fonksiyondur: éyle P(T), Q(T) € C[T| vardir ki, Z(H;/Fy; T) =
P(T)
W olur.

ispat

(i) = (i)

Zeta fonksiyonunun sabit terimi 1dir, ve katsayilarin tamsay1 oldugunu hatirlayalim.

Z(Hy[Fg;T) € 1+ TZo[[T]]-

Bu nedenle, P(0) = Q(0) = 1 oldugunu varsayabiliriz.

Z(Hy/Fy;T) = H97%T) olarak yamlabilir. (Sifirda bir degerini alan h 1 fonksi

(Hy/Fqy;T) = Mg °larak yazilabilir. (Sifirda bir degerini alan her rasyonel fonksiyon

boyle yazilabilir.)

Simdi her iki tarafin logaritmasinin tiirevini (logaritmik tiirevini) alarak,
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Z Zl—al Zl—,@j

Not: P(T') = [[,(1 — T igin,
= - [[0 - aT)+ (1 - aaT) |J](1 = )
i#1 i#1
olur, ve
P o (ITies (1 = asT))
P 1-—aiT (1 —aT)

/ .
tlimevarimla, % =YiTor
k2

O halde, 7 = 332, Nota T = 32, =007

Simdi geometrik seri acilimini sag tarafa uygulayalim:

=2 eto 2~ ) + 3072, Zj Bi(B;T)*.

Simdi her iki tarafi 7T ile ¢carparak:

iNerlTerl _ ZZ a; T s+1 +
s=0 s=0 s=0 j
- STt T
s=0 i

elde ederiz.
Bu nedenle
Ny=Y —af+8;
%,
olur.
(i) = (ii)

Kabul edelim ki,

Ny = §(H

olsun, ve

+22; 1:ng olacaktir.

ZZ/BTS+1

s+l Ts+1

N =282 o
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Z(Hy By T) = exp()2T)
s=1
_ exp(; Zj Bj ; Zz Q; TS)
<, ger Qi7"
= TLes 2y [Tem(> 5
J s=1 % s=1

= Hexp(— log(1 — ﬁjT))/Hexp(— log(1 — ;1))

[0 - oT) _ P(T)

[[;=5T) Q)

Ihtarlar

1. Genel olarak A% icindeki hiperylizeyler yerine cebirsel varyeteleri diisiinmek miimkiin:

i@y, mn), o (@, @) € Flog, .o 2]

ve
V(fl,...,fr):{(371,...,1‘”)EA%‘fi(mh...,l’n):OISZ’ST}:Hflﬂ...ﬂHfT

kiimesine fi,..., f, € Flz1,...,2,] polinomlarinin A% icinde tammladi1 cebirsel varyete denir.

Benzeri sekilde, fi,...,f, € Flxo,...,z,] homojen polinomlar1 P’ icinde f/(fl, . fr) =

H;n... H 7, projektif coklugunu tammlar.

2. Eger, F' = F, sonlu cismi olursa bu durumda

<t
=
~
S~—

=
=
S~—
S~—

Ns = ﬁ(v(fla .. 7fT)(IFq’)) veya ﬁ(

sayllarin1 tamimlamak miimkiin. Bu durumda, Z(V(f1,..., f»)/Fq; T') Hasse-Weil zeta fonksiyonu

aym formiille tanimlanur.

3.3 Weil Sanilar:

1949 yihnda André Weil, Z(V (f1, ..., f,)/Fq; T) fonksiyonlan ile ilgili sngoriilerde bulunmustur.
(Artin, Hasse, Weil; Artin, basit 6rnegi.) Bu 6ngoriilere "Weil Sanilar1” denir.
X, F, tizerinde tanimli, n— boyutlu piiriizsiiz projektif ¢okluk olsun. Z(X/F,;T) Hasse-Weil

zeta fonksiyonu su 6zellikleri saglar:
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1. Z(X/Fy; T) rasyonel fonksiyondur. (ispatlayan: Dwork)
2. Z(X/F; T) asagidaki fonksiyonel denklemi saglar. (ispatlayan: Grothendieck.)

1 n
Z(X/¥q; ) = £ TZ(X/Fy; T)
qn
x: X coklugunun Euler karakteristigi.

3. Z(X/F;T) = % (ispatlayan: Deligne.) dyle ki,

P(T) = 1-T
Bn
Py(T) = JJ(-aniT) 0<h<2n
=1
P, (T) = 1-¢*"T

olup, bu polinomlar Z[T| halkasindadur, ve ay, ; : cebirsel tamsayilardur.

lani| = ¢"/? (Riemann hipotezi.)

Br + X ¢oklugunun Betti sayilari, ve

> B =x(X)
i=0

(Deligne)



Bolim 4
Dwork’un ispat stratejisi:

4.1 Rasyonellik kriteri

Teorem 3. K cisim, F[T] = 3°°° a,T° € K[[T]] olsun. m,s € Zx¢ igin Ay, € Km+Dxm+1)
matrisini

4,7 =0,...,migin, (A )i j = @stit+; olarak tammlansin. Yani:

Qs As4+1 cee Os4m—1 As+m

G541 (542 cee Qsym As4+m+1
As,m =

Gs+m OGsym+1 -+ (s42m—1 As42m

ve N, = det A; ,, olsun.
Bu durumda agagidaki onermeler denktir:
(i) F(T) bir rasyonel fonksiyondur.

(ii) Oyle M, S € Z>¢ vardir ki, her s > S igin, N5 »s = 0 olur.

Ispat: (i) = (ii): K[T)de P(T) = bg+b1T+...+bnTN ve 0 #£ Q(T) = co+ce1T+ ... +epyTM
polinomlan verilsin. F(T') = P(T)/Q(T) olsun, ve béylece FQ = P olur. F(T) = > a;T"

olsun ve F,Q ve Pnin 7" katsayilarin1 hesaplayalim:

b; = Z azCy

T+y=1
olur.

>
1 # M iken, (i = M + s ve s € Z~ i¢in:)

21
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OCM+4s T A1CM4s—1 + - . + Qs_1CM+1 + GsCrp + Qsp1CM—1 + ..+ Apf4sCo = barys

denkleminde, cjr45 = ... = cpr41 = 0 olacaktir.
>
i# M,N vei= M + s olsun (yani s > max{M,N} — M.)

Bu durumda, (yukaridaki denklemde s yerine sirasi ile s,s+1,...,s+ M yazarak, ve sifir olan

terimleri yazmayarak, ve bys . = 0 olmasim saglayacak kadar biiyiik s secerek)

ascy +asp1cp—1+ ... tanysco = bays =0
Qst1CM + Asp1Cp—1 + ... Fapysr1ico = bygsi1 =0
Qs MCM + Qsy M+1CM—1 + - ..+ Aspopmco = bsyopr =0

(M +1) x (M + 1) lik lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin, (cas,cpr—1, ..., ¢0) #

(0,...,0) ¢bziimii vardir. Bu nedenle, katsay1 matrisi A, y/nin determinant: sifirdur.

det(As’M) = Ns,]% =0

her s > S i¢in. (burada S = max{M,N} — M + 1)

Simdi (ii) = (i) ispatin1 verelim. Kabul edelim ki, 6yle M, S € Z>( ve her s > S i¢in N, ps =0

olsun. Simdi bu sart1 saglayan en kiiciik M € Z> segilsin.

M =0 ise 6yle S € Z>¢ vardir ki, her s > S i¢in N5 g = det A; 9 = a; = 0 olsun. O zaman,

[e%s) S—1
F(T) = Z a; T = Z a; T
=0 =0

olur ve F'(T) bir polinom ve bdylece rasyonel fonksiyon olur.
M > 1 ise, ilk olarak sunu ispatlayacagiz:

Her s > S i¢in,

Ns,Mfl 7é 0.

Kabul edelim ki, bir s9 > S olsun 6yle ki, Ny, pr—1 = 0.
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Ayrica,

Aso+ M
ASQ,M*l
Aso v =

a’So-‘rM e a/80+2]\/f
Burada 7; ¢ + 1. satir1 gostersin (¢ =0,..., M)
Ny vi—1 = det(Agy p—1) = 0. (kabul geregi.)

Hatirlatma

X € K™™ i¢in, det(X) = 0 ancak ve ancak {Satir;(X),...,Satir,(X)} K iizerinde lineer

bagimli ve det(X) # 0 ancak ve ancak {Satir; (X),...,Satir,(X)} K iizerinde lineer bagimsiz.

Bu durumda, ayg,...,op—1 € K mevcuttur (hepsi sifir olmayan) oyle ki,

0501?0 4ot apg1Tr—1 = (0,,0,5)

0 sifir olamayabilir. (A, »s matrisinin ilk M — 1 satirinin son terimlerini ihtiva etmedigimizde

olugsan A, ps/—1 matrisinin determinantinin sifir olmasim kullanmaktayiz.)

Burada 77 ile ilk oy, # 0 sartim saglayan en kiiglik k£ € {0,1,..., M — 1} secelim:

QT + ...+ apy_1Tp—1 = (0,,0,5)
ki durum s6z konusu:
>
k#0
Qs Qsy41 cee AsgrM-—1
Asy -+ OGgo4M—1 Asy4+M Asy4-1 Asy4-2 cee Qso4+M
Qsq+M+1
ASQ,M = . ~
Agor1,M : 0 0 .. 0
L a/50+2M
Aso+M  OQsg+M+1  --- Asg42M—1

(Burada ~ satir denkligidir, ve (0,0,...,0,d’) k + 1. satirda yer almaktadir, ve ' = R

g

a’SQJrM

Aso+M+1

aSO+2M

))

Bu durumda, det(Agy+1,0-1) = Nsy+1,m—1 = 0 olur, ¢iinkii sifirlardan olusan bir satir iceren

bir matrise satir olarak denktir.
k =0 ise,

oo+ ..+ Qe 1Tm—1 = (0,...,0,6)
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0 0 0 o’
Aso+1 Aso+2 cee Qsg4M Aso+M+1
AS(),M ~
| Qso+M  Qso+M+1  --- Oso+2M—1  Aso+2M
iki durum incelenecektir:
0 = 0 oldugunda,
as,
ASU—i-l,AI—l ,
ASO7M = ~ A
a80+M71
L Aso+M -o- Agg+2M 1

A’ matrisinin ilk satir1 sifirdir. A 11 a1 matrisi, A, as icerisinde sag iist kisim olarak bulunur,

ve ilk satir1 sifir olan bir matrise (satir) denktir.
Boylece, det A +1.am—1 = Ngy41,m—1 = 0 olur.
0 # 0 oldugunda, determinant ilk satir boyunca agilarak
det(As, ) = £ det(Asy+1,m—1) = 0 olur.
(Asy+1,m—1 matrisi, A,y pr icerisinde sol alt kisim olarak da bulunur.)
O nedenle, her iki durumda da det(As,+1,a—1) = 0 olur.
Sonug olarak, dyle bir so > S vardir ki, Ngy pr—1 =0 = Ngy41,m—1 = 0.

Her s > s¢ igin, N a7—1 = 0 olmast M'nin se¢imi (her s > s¢ i¢in N, ps = 0 kogulunu saglayan

en kiiciik say1 olmasi) ile celisir.
O halde, her s > S i¢in, N5 pr—1 # 0. Ancak N, pr =0

Bu durumda, 6yle o, ...,up € K — {0} vardir ki,

upTo + ... +unrar =0

olsun.

Her s > S i¢in A, 5 matrisinin M + 1. satirm 70, . .., 7a/—1 vektorlerinin K —lineer kombinas-

yonu olarak yazabiliriz.

Buraya dikkat!
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Bu takdirde,

TmM—1 Vo 0

lineer sistemi (A, 3s matrisinin ilk M satirinin belirttigi sistem) M x M +1 lik bir lineer sistemdir.
Bu nedenle sifirdan farkli bir ¢6ziimii vardr.

O zaman, her s > S icin,

asvpr + ...+ asppvo = 0

Qs M—-1VM + -+ aspapm—1v0 = 0

oldugunda,

sy MUM + ... + Gsyapv0 =0

olur. (Ciinkii A, /nin son satir1, diger satirlarin dogrusal bilegkesi.)
Boylece,
(Zij\io v;2") (352, a;z’) € k[z] ve bu polinomun derecesi < S + M olur.
Ornek: f(z) =1+ x + 2% + ... olsun. Bu kuvvet serisinin katsayilariyla olusturulan A ; mat-
1

rislerinden determinant1 sifir olan en kiigiik M, 1dir. Matris ise olur. Belirttigi dogrusal

11

sistem vy + v; = 0 denklemidir. Béylece
I+ (-D)P+t+2+..) =1

elde edilir, ve f(z) = {1 rasyonel fonksiyonu bulunur.



Boliim 5

Z(H¢/Fq;T) p—sel meromorfiktir.

Tanim 18. P(T) € Q,[[T]] bicimsel kuvvet serisinin yakinsama yaricapr r(P(T)) = oo ise P(T')ye

p—sel tam fonksiyon denir. Meromorfik fonksiyon iki tam fonksiyonun orani olan fonksiyondur.

Soru: Q,de tam fonksiyonun sifirlar1 izole midir?
Teorem Z(H;/Fy;T) € Z[[T]] C Qp[[T]] iki p—sel tam fonksiyonun béliimii olarak ifade edilir,
yani Z(Hy/Fq;T) p—sel meromorfiktir.

ispat ileride.

26



Boliim 6

Dwork’un ispati

Bu béliimde, zeta fonksiyonunun meromorfik oldugunu kabul ettigimizde, rasyonel olmas1 gerekti-
gini ispatlayacagiz.

f polinomunun F, iizerinde tamimladig1 (hiperyiizeyin) zeta fonksiyonu Z(H;/Fg; T)yi Z(T)
olarak kisaltalm. Z(7T') € 1+TZ[[T]]dir, ve Z(T') p—sel meromorfik fonksiyondur, yani A(T"), B(T') €

1+ TQ,[[T]] p—sel tam fonksiyonlar: vardir 6yle ki,

olsun.

Hatirlatma:

p—sel Weierstrass hazirlik teoremi.

B(T) € Q,[[T]] p—sel tam fonksiyon ise, p—sel Weierstrass hazirlik teoremini B(T) i¢in uyar-
ladigimizda, R = ¢*" igin, P(T) € 1+ TQ,[T] ve H(T) € 1 + T,[[T]] olacak sekilde, D(¢*")
kapali diskinde H(T') yakinsaktir ve sifirdan farkhidir &yle ki, B(T') = P(T)H(T) olsun.

H(T)™'=G(T) € 1 + TQ,[[T]] ve G(T)de D(¢*") kapal1 diskinde yakinsar ve G(T) # 0.

p—sel Weierstrass hazirlik teoremini kullanarak,

olarak yazilir.

F(T)=GMA(T) = G(T)B(T)% olarak tanimlansin. Bu durumda,
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ve F(T) € 1+ TQ,[[T]] ve P(T) € 1 +TQ,[T] olur.

Simdi de, F(T), P(T'), Z(T)nin seri a¢ihmlarini yazalm:

F(T) = ibiTi € 1+TQ,[[T]]
=0

P(T) = icm’ € 14 T[T
=0

Z(T) = iam’ €1+ TZ[[T)
=0

ve M = 2e + 1 olarak sabitleyelim. (e = derece(P(T)).)
Bu durumda,

Qg Ags41 N As4+ M

As v = ve Dy = det(As p) olsun.

As+M  Gs+M+1 ... Os42M
Iddaa S € Z>( vardir, 6yle ki her s > S i¢in D, py = 0 olsun. Bu gosterildigi zaman, Z(T') €

1+ TZ[[T]] igin Z(T) = % olacak sekilde p(T), ¢(T") € Q[T'] vardir. (rasyonalite kogulu sonucu.)
Iddaann ispati

F(T)= P(T)Z(T) esitligini kullanarak,
bj+€ =CoQjte +C1Qj4e—1+ ...+ Ceay

denklemi elde edilir ve burada ¢y = 1dir. (P(T) € 1 +T9Q,[T].)

Temel siitun islemleri A 5; matrisine uygulanarak:

Qg As41 PN As4e—1 bs—i—e “ee bs+M
Gs4+1 As42 s Gste
AS,M ~
| @s+M  Gs+M+1 -+ Qs4M+e—1 bsterrmsr .. bspom i

Burada, A, s matrisinin siitunlari, c, katsayilan ile carpilarak uygulanan satir islemleri ile

yukaridaki matrise ulagilir:

€

thSﬁtunM+1_y_t(As7M) + SﬁtunM_,_l_V(As,M) — Si‘ltun]\4+1_y(As’M)
t=1

satir denkligi v = 0,1, ..., M — e i¢in uygulanarak elde edilir.
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Son adimda:
e
Z ceSttune 41 (Ag ar) + Stituner1(As pr) — Stitunetq (As, )

t=1

satir denkligi uygulanarak elde edilir.
Boylece, det(A; ) = det(Bs a) olur. Tiiretilmiy By py € ZmTVX(m+1) matrisi yardimyla

Dy pr hesaplanacaktir.

Z(T) = i a;T" € 1+ TZ[[T]]

i=0
kuvvet serisinde, ¢ = 0,1,2,..., ve n : uzaym (zeta fonksiyonundaki hiperyiizeyin yeraldig1 afin
uzay) boyutu olmak tizere,
ailoo < g™

olur.
Aj p matrisinin (i, §) terimi a4 ;2 olacagndan, ve |asyiyj_2|oo < ¢"ETHI=2) < gnls+2M)

olur.

Hatirlatma: X = (X; ;) € K(M+DXM+D) (K : cisim) ve

det(X) = Z sgno Xy o(1) - XpM41,0(M+1)
oc€Sym(M+1)

ve Sym(M + 1) = {o : Ing+1 — Inr41]o : 1 — 1 6rten fonksiyonlar} bileske altinda gruptur.
sgn : Sym(M + 1) — {£1} isaret homomorfizmasa.
| det(Agar)loo < (M + 1)lgns+2MM+1) — (A 4 1)1g2nMAM+1) gns(M+1)
Simdi | D, as|, degerini hesaplayalim:
o € Q, segelim, dyle ki ||, = ¢*" olsun. Bu esitligi saglayacak a € 2, mevcuttur.
a € D(¢*"), ve F(a) = 372 bia' yakimnsaktir ancak ve ancak [b;a’|q, — 0 ise.
O halde, i > 0 igin, |b;|o,¢*™ < 1 yani |b;|q, < ¢ 2" (i > 0)

Boylece

| det(As,ar)lp = [det(Bs,m)lp = | Z sgn(0)(Bs,a)0,0(0) - - - (Bs, M) Mo (an) lp
oceSym(M+1)

Bu toplamin genel teriminde, e tane a; ve M + 1 — e tane b; bulunur. a; € Z — Z,, oldugu i¢in
\ai|Qp < 1dir, boylece

| det(Ag ar)p < (Maxi>gie |bilo, )M H17¢ < g~ 2ns(MH1=e)
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ve ¢ > 0 i¢in (burada her ¢ > s i¢in)

M = 2e + 1 > 2e olmak iizere,

| det(Aqgpr)|p < g 2ns(M+1=e) = gns(M+3) o g—ns(M+2)

Dy pr = det(As ar) olsun.

1Dy 0100 | Dsntlp < gD (M + 1)1g2nM (M+1) grs(M-+1)

ve (M + 1)lg>"M(M+1)g=ns < 1 her s > 0 icin.

Her s > 0 i¢in, |Ds ar]oo|Ds mlp < 1

Asm € ZMADX(M+1) ye Dy €Z

Kabul edelim ki, D, »; # 0 O zaman bir tek r € Z vardir, éyle ki, r 0 p frvel € Z>g
Oyle ki, Ds pr = p'r ve |r|o # 0.

02 [rloo = p™'rloc = p~!Ip'rloo = p~' [ Disatloe = [Doontlpl Disatlo < 1
Bu bir ¢eligki verir, ve D; py = 0 olur s > 0 icin.

Rasyonalite kriteri sonucu: p(T), ¢(T') € Q[T vardur 8yle ki



Boliim 7

Z(H/Fy;T) zeta fonksiyonunun
p—sel meromorfik olmasinin ispati

(Dwork):

Bu boliimde Dwork’un ispatinda kullanmis oldugumuz su teoremi ispat edecegiz:
Teorem f(z1,...,2,) € Fylz1,...,2,] ile tammh H; hiperyiizeyinin Z(Hy/Fq;T) zeta fonk-
siyonu 1 + TQ[[T]] icinden segilebilecek iki tane p—sel tam fonksiyonun oramdir, ve sonug olarak

p—sel meromorfiktir.
1. adum( Ik indirgeme) Burada Z(H;/F,;T) zeta fonksiyonundan Z’(H;/F;T) ile gosterilen

yeni bir fonksiyon tiiretecegiz ve bu fonksiyonu inceleyecegiz.

N, PR (@, ) € (FR)"|f (1, omn) = 0}

= ﬁ{(xl,...,xn)er(Fqs)

JJ@#OVZ.:LQ,...,TL}

= (@, xn) € Hy(F 2" P =1Vi=1,2,...,n}

Z'(H|F; T) = exp(d_ ey NT/T*) olarak tanimlansin.
Sav Z(Hy/F4;T) fonksiyonunun p—sel meromorf olmasim gostermek igin Z’ fonksiyonuniin

p—sel meromorf oldugunu géstermek yeterlidir.
Dikkat: Z’ fonksiyonu Znin tiirevi degil.
ispat

31
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o0
Z(HpJF,;T) = exp Z Nops 4 Z STS

s=1 =
- NS S - S S

= exp(z —T%) exp Z —3T%)
s=1 s=1

= Z'(H;/F,;T)exp( Z STS

Temel kombinatorik formiilii: Ay, ..., A, sonlu kiimeleri i¢in, | X| = §X ile X kiimesinin eleman

sayis1 ifade edilmek tizere,

n

UL Al =SS0 Y Aan. A

k=1 1<ir1<...<ip<n

olur.

H}io) ={(z1,...,zn) € Hylx;, =0}

olarak tamimlayalim.

(Not: H }i[’) kiimesini A]?q_l icinde bir afin hiperyiizey olarak diisiinebiliriz.)

N. = $(Hp(Fge) — Uiy HY (Fge))

HE W) = {(ay,. . ay) € Hylzg, = ... = 25, = 0}
olmak iizere,
N.= N, = |up, H{(F,)
= S HOES - Y HPE) +
i=1 1<i<j<n

+(-DF ST HP I (F) L ()T H T (R )|

1<ip<...<ir<n

Burada |H}i’j)(Fqs)| = \H](f)(IFqs) N H](cj)(IFqs)| vs olacaktir.

Boylece,



33

o0

exp(32 Ne = Ney - M U /BT
s=1 s [Li<icj<n Z(H](fzyj)/Fq?T) e

olacaktir. (Payda tek sayida koordinatin sifir oldugu zeta fonksiyonlarinin, paydada ise cift sayida

koordinatin sifir oldugu zeta fonksiyonlarinin carpimi yer almaktadir.)

Tiimevarim kabuliimiiz sonucu ve H ](f) H ](c” )

vy Z(HY) [FT). .
Micicjcn ZHNHY) JFyT)...

. . s n—1 an—2
;- - - hiperyiizeylerinin Ay =, Ag "* ... afin uzaylar

icinde olmas1 sonucu , p—sel meromorftur.
Sonug olarak Z'(Hy/F4; T') fonksiyonu p—sel meromorftur ancak ve ancak Z(Hy/F4; T') fonk-
siyonu da p—sel meromorf ise.

¥(X,Y) (2. kisim) Buradaki 7 fonksiyonu 6ncekinin ispat i¢in gerekli 6zelliklere uygun genelle-

mesi.

n n—1
XP-_Xx n. XP —XP
p

Y(X,Y)=(1+Y)*X(1+YP) (I YPHYT

olarak, ve

Ay = XD Dy gy yy
i=0 '

olarak tamimlansin.
Y(X,Y) =3, 0 amn XY™ € Z[[X, Y]] olacaktur:
Gozlem:

FX)=1 +Z,fi1 a; X' el + XQ,[[X]] i¢in,

a; €ly,i=12,... &

Gozlemin ispatu:

F(X)el+XZ,)[[X]] = F(X)? — F(XP?) € XZ,[[X]]

F(X)P — F(XP) katsayilan1 p ile boliiniir ve boylece,

F(X)P — F(X?) = H(X) = pG(X) olur (G(X) € XZ,[[X]] olmak tizere.)

N F(X)P QX
Boylece, % =1 —p(F((T))p € 1+ pX7Z,[[X]]

olur. Sonrasinda da, kuvvet serileri katsayilar1 mukayese edilerek a; € Z, oldugu ispatlanir.
Bu gézlem uyarlanarak,

Y(XP,YP)

LT € PG PV BX Y]] 6 o € 2,
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ancak ve ancak
YXY) =3 am XY™ € Zy[[X, Y]]

Simdi, 1 #e € Q, 6ylekie? =1ve A =€ —1 € Q, olsun.

O(T) =y(T,\) =Y _a,T"
n=0

ve an =Y. amnA" olarak tanimlayalim.

m=n

Gozlem: mertebe,(A) = ril

Ispat: 1 # € € Q, ve X — 1 = 0 denkleminin bir kékiidiir. Dahasi, € € ©,, saysi,

P —1

=zP 14 4+z4+1=0
rx—1

denkleminin bir kokiidiir ve béylece A = € — 1 € ), sayisi,

)P -1 p p
(z+1) =z~ + P4+ T+p

M@= y=1 = - )

polinomunun kokiidiir.
1. Durum mer,(\) < p%l olsayds,
1

1 1. 1
Al = (Zymerp(X) 5 ,ﬁ:pp—1>p )
Mo = () ) pls™" > Ipl

ve

B> Iply > [plplAL

(¢=0,1,...,p— 2 icin.)

p D D
0:|f(>‘)|p:|)\p71+ )\p72—|—...+ A+ ‘p:‘)\m*l#o
1

p—1 2
Burada ultrametrik 6zelligini kullanmaktayiz.
Boylece bu durum olamaz.
2. Durum mer, () > =
[A[5=1 < |p[, O nedenle, |A|}|p|, < [pl, her 0 < i < p—2igin. O zaman 0 = |f(\)], = |p|, # 0.
Bu durum da olamaz.

O halde, mer,(\) = -1

p—
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Simdi,
O(T) =y(T,\) =Y anT"

n=0

Ve ap = Z:—)no:n am,nAn > Hlerp()\") =501

Sonug olarak da, ©(T") kuvvet serisi D(p_ﬁ ) agik diskinde yakinsaktir.
Teorem a € I, (¢ = p°) t € Q, ile aya karsilik gelen Teichmiiller basamagini gosterelim. Bu

durumda,

O)O?)...0?" ") = Mrarm (@
F,/F, i¢in genisleme derecesi [F, : F)] = s dir.
Burada Trg_/r, : By — Ty ile Try jp, (b) =0+ 07 + ...+ v" " olarak tanimli F,dan [, ye iz
g6nderimini gosteriyoruz.
E
| oldugunda Trg/p : E — F dontigimii, Trp,p(b) = >_, caim/r) 0(b) olarak tammlanir.
F
ispat:

Su esitligi géstermemiz lazim:

s41
P ¢ tP

VEY WYY oy Y) = L4 )T Ly ST 1y T

—tP

t € Q,, ve a € F,ya kargilik gelen Teichmiiller basamag1 oldugu icin t** = t.

v, Y) . y(tP

Ote yandan O(t) = (¢, \) ve

s—1

Y) = (14 V)it

s—1

oMo ..o )

(14 Q)

e Treg /vy (@)

Z eTl‘Fqs /By (Tow) _ 0 u#0
To€EFgs -

¢ u=0
1 # € Q,, icinde p. dereceden birim kok.

Ispat: (u =0)

Z e TxF s /b (TOU) Z =g

xo EFqs ) E]Fqs
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S — § :GTI‘FQS /Ep (Tow)
Fgs

olsun.

0 # y € Fys sabitleyelim. Bu durumda:

S = Z eTl‘Jb‘qs/Lk‘p((xo-i-y)u)

zo€EFys

Pt
zo€EFgs
_ E’I‘r(yu)S

Sonuc olarak S = 0 ( ¢iinkii ™" £ 1))

Her u € Fys icin

T TRl 0 ur0
zo€Fys ¢ u=0
Sonug:
S M o) -1 u#0
20€F?, ¢ ' u=0
her u € Fys igin.
Simdi, f(x1,...,2,) € Fylz1,...,2,] alahm.
T1,... 2, € Fpsdgin f(z1,...,2n) = u € Fye
Ve
Z T f @) — (¢ )N = [(¢° — 1)

To,...,Ln €Fy

= ¢'N,—(¢"-1)"

Hatirlatma:

Ng=t{(z1,...,2p) € (Fg)"|f(21,. .. 20) =0} =¢* Ny — (¢ = 1)"

n_N/

S

]



qu; — (qs _ 1)n + Z Etr(zof(ml ..... ZTn))

I S |

L3150, Tn €F s 1=1

Burada =g f(x1,...,2,) = Zfil bzt olarak yazilmig olsun.



Bolim 8

Dwork’un teoreminin sonuclari

K :cisim. fi(z1,...,20),. .., fm(21, ..., Zn)

E/K genislemesi igin
Hy 5 (B)={(21,...,2,) € AB|fi(z1,...,2,) =0i=1,...,m}

Sonug 1: f1,..., fm € K[x1,...,2,], K =T, afin ¢coklugunu tanimlayacagiz:

N, = ﬁ(Hf17~--7fm,((F)q5))

ve Z(T) = Z(Hy,,. s,./¢;T) = exp(d_oc N.7s) olarak tanimlansin.

s=1"s

Bu durumda Z(T) € Q[T], ve Z(T) = %

A(T),B(T) € Q[T] ve B(T) # 0 vardr.

Ispat: m = 1 durumunu ispat etmis oldugumuz Dwork teoremidir.
m =2: Ny = §(Hy, 5,(Fgs)) = §(Hy, (Fg) N H, (Fgo)

Hy 5, (Fgs) = Hy, (Fgs) U Hy, (Fgs)

tHy g, (Fge) = 8Hy, (Fgs) + 8Hp, (Fge) — N

No = tHy, p,(Fo) = $H 7, (Foe) + 8, (Foe) = 8H 1, (Fge)

. _ Z(Hy v sT)Z(Hyy yv,5T)
Z(H<f1,f2>/ﬂT7T) - 1Z(;Iflf2/Fq;71“) !

m>2:
Hflw,fm (Fqs) = mlSjSmej (Fqs)

38
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Z linifj (Fqs)

7j=1 1<i<j<m

o+ (=0T g (Fye)

1<i;<...<in<m
.o+ (=)™ Hy, g, (Fge)

esitligi sonucu Z(Hy, . 1 /r,;T) € Q[T] oldugu gikar.

K : cisim.

f(:ro, cey ), fl(;vo, Cey Ty fm(xo, ...yxy) € Kxo,...,z,] homojen olsun.
E/K cisim geniglemesi i¢in

ﬁf(E):{[xO:...:xn] EP%If(.’L‘(),...,xn)ZO}

f tarafindan tanmimlanan projektif hiperyiizeyin F noktalaridir.

Sonug f € F, [z, . .., =,] homojen olsun.
N, = ﬁ(Hf(Fqs) ve Z(]EIJ;/Fq;T) =exp (3122, X=7%) olsun. Bu durumda Z(Hf/mq;T) = %
ve A(T), B(T) € Q[T], B(T) # 0 olur.
ispat:
]P)ﬁ“lqs = H?:oAJins
Bu nedenle
Hp(Fpe) = Hp(Fp)NAR, 1T...
T Hj(Fge) N AR,
AL HF(Fge) N AR
parcalanig1 vardir.
Ayrica, ﬁf(IFqs) NAG , = Hy, (Fgs)
filxo, 21, xi-1) = f(xo,xl, .., ®i—1,1,0,...,0) € Fyfzo, ..., x;—1] olmak iizere.
Z(Hjyp,:T) =g Z(Hy, 5, T)
Mﬁ, <oy fm € Fylz0, . .., 2,] homojen olsun. N, = ﬁ(ﬁf17~~~,ﬁfm (Fgs)) ve Z(ﬁfl,...,fm/m‘q;

exp(322 , 2eT%) olsun. Bu durumda,

Z(Hj,  5..:T) = g ve A(T), B(T) € Q[T B(T) # 0 olur.

Ispat: Tekrar kombinatorik ifademizi kullanarak ispatlanr.

T) =



"Global" Zeta fonksiyonlar1

f(z1,...,2n) € Z[z1, ..., xy,] olsun. Her p asal sayis1 icin katsayilar1 mod p de diisiinelim.
f(z1,...,zn)modp € Fplzq,. .., z,]

Dwork’un teoremi Z(H finodp/r,; T') € Q[T7].

Tanim 19. f(z1,...,2,) € Z[z1,. .., 2, polinomu i¢in "global" zeta fonksiyonu

Z(f7 S) = H Z(Hfmodp/Fp; qis) seC
p:asal
Not: Burada N, ve Ny, iliskisine deginildi.
Ornek:

o0

20" [F ;) = exp(D0 ~2T)

s=1

Ny = #(A"(Fg:)) = ¢

Bu durumda exp(—log(1 — ¢"T)) = T

Z(Ag;T) = exp(3 = T°) = exp(—log(1 — ¢"T)) = 1=y
Bu 6rnekte, n = 0 ve hiperylizeyi tanimlayan polinom f = 0 polinomu olursa:
Z(Hy;T) = 25 olur.

Riemann-zeta fonksiyonu ile yukaridaki fonksiyonlarin iligkisi:

I, == = 2. 1/n° = ()

esitliginden gelmektedir. (Burada s > 1.)



Boliim 9

Zeta fonksiyonunun p—sel

meromorf olmas1 ispatinin detaylar

Kuvvet serileri ile ilgili bir 6zelligin ispat1 ve zeta fonksiyonunun p—sel meromorf olmas1 ispatinin

detaylaribu bélimde yer almaktadir.

9.1 Kuvvet serileri ile ilgili bir 6zelligin ispat1
F(X)=> a;X" €1+ XQ,[[X]]

Bu durumda, F[X] € 1 + XZ,[[X]] ancak ve ancak F(XP?)/(F(X))? € 1+ pXZ,[[X]]

(i) F(X) € 1+ XZ,[[X]] oldugunda, F(X?) — (F(X))? € pXZ,[[X]] olur. Burada, a,b € Z,
icin, (@ + b)? = a? + b? mod p ve a? = amod p oldugunu kullanmaktay1z.

%(F(Xp) — (F(X))?) = G(X) € XZ,[[X]] olsun.

(F(X))? € 1+ XZ,[[X]] de tersinir olugu igin,

FIXP) | pG(X)
(FE) ~ )

€1+ pXZ,[[X]]

olur.
(ii) Diger yon i¢in, G(X) = % € 1+pXZ,[[X]] olsun, ve G(X) = > b; X" olarak yazalim.
Simdi de tiimevanmla a; € Z, oldugunu goésterelim. Varsayim geregi ag = 1. Varsayalim ki,
her i < n i¢in a; € Z, olsun. O zaman, F(X?) = (F(X))?G(X) esitliginde katsayilar1 egitleyerek
Gy, € Zyp oldugu elde edilir.

Daha agik olarak, X" teriminin F'(X?) de katsayisi, p|n ise a,,/, ve p [n ise O olur. Diger tarafta

41
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ise, X™ katsayis1, (F(X))’G(X) = (> a; X")P(1 + > b;X") seri agthminda, her iki serinin X"
terimine kadar olan terimlerinden elde edilebilir, yani (", a; X*)P(1+ .7, b;X") polinomunun

X" teriminin katsayisina esittir. Bu polinomu agip, p|n durumunda a,,/, terimini (dikkat a

n/p n/p

afl /p mod p) ¢ikardigimizda, kalan ifade pa,e pZ,de olan terimlerin eklenmesiyle elde edilen bir
terimdir. Bu nedenle de a,, € Z, olur.
» 2 p2 5 n P pn—1 n
Bulemma, v(X,Y) = (14+Y)X (14+YP)X*=X)/p(14.yp ) (X" =X)/p"  (14y?p") (X" =X7 /"
seklinde tamimlanan kuvvet serisine uygulamr. ( y(X,Y) =], (1+ YP”)(X"7L*X”7L71)/1)"')
v(XP,YP) (1+yr)X

(VX Y))p  (1+Y)p*

esitligi sadelesme sonucu elde edilir.

14+YP)/Q1+Y)P=1+pYG(Y), GY) € Z,[[Y]]

olacagindan, % € 14 pXZ,[[X,Y]] + pYZ,[[X,Y]] oldugu sonucu ¢ikarilir. (Burada, (1 +
V)X =3, w}” seri acilim1 kullanilir.)
Yukaridaki aciklamaya ek olarak:

F(X) = a;X" € 14+ XZ,[[X]] ise, F(XP) — (F(X))? € pXZ,[[X]].

FOXO) — (FEOY = Y aiXr =Y, oy, X
= ZaiXpi—Z Z ai, ...a, | X"
n z1++1p:n
= ZaiXpi—Z Z C(psvis--vp)agt . .agf [ X™
n viigte . Frgig=n
11 <...<tp
= Z(an/p—afl/p)X”—Z Z C(p;ul,...,yk)aé’ll...al’.’:X"
pln N oviigt.Avgip=n

i1<...<ig, k>1

(Z a; XP(1 + Z bix;) = Z iy ooy, X 4 Z Wiy - -y by Xt

X" katsayisi:
Zi1+...+ip:n Ay - - Qi + Zi1+...+ip+j:n Qi - .- @i, b;
Bu toplamda g6yle ayrigtirilir:

p—1 ) . . b
panay " + Zi1+___+ip:n7 inon @iy -+ iy Zi1+...+ip+j:n i, - .- @i b;
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Dikkat, b; igeren toplamda, j > 1 oldugu i¢in, 7 indeksleri < n olacak.
Simdi de, herhangi bir a;, ...a;, ¢arpiminin, multinom katsayisi, a;, = ... = a;, = % durumu

haricinde, p ile béliiniir.

p—1
pana, — + E gy -, + E Ay - 0,05
i14...Fip=n, ix<n i1+...Fip+j=n
— p—1 . v Vi
= papay  + E Cp;vis .- vp)ag! . .aif + E @iy - i, bj
viitteFrgig=n i1+...+iptj=n
11<...<1p<n
Burada C'(p; ) bir multinom katsayisidir. Tam olarak da, ilk satirda, iy = ... = i,, < iy, 41 =
C = ity < s < lpduptdrg a4l = oo = gt a4y VE VL 2+ v+

v, = p i¢in, ul'p7|uk' say1sina esittir, ¢linki ilk satirda, bu cesit terimler, o kadar sayida yer alir. Bu

durumda toplamda yer alan terim ise a;, ...a;, = a;*...a;" olur, ve indeksleri yeniden
P 1 v+ Hrp_1+1
tammladigimizda, ikinci satir1 elde ederiz.
Sadece k = 1 (ve sonug olarak v; = p) durumunda, yani a;, = ... = a;, = a,/, durumunda)

p ile béliinmez. Bu durum i¢in de p|n olmali.

Boylece, ag = 1 ve b; € pZ, oldugu da dikkate alinarak,

n /p durumunda, X™ katsayisi, tiimevarm varsaymm ¢ < n i¢in a; € Zpaltinda, pa,, + pZ,
elemani olur.

n|p durumunda ise, pa,, + afL /ot pZ, elemam olur.

Bu katsay1 ise Y a; XP? serisinin X" teriminin katsayisina esit oldugundan, n [p durumunda 0
ve n|p durumunda a,, /p Ye esit olacak, boylece, pa,, € pZ, ve a, € Z, olacaktir. (Burada afl T~

ap/p € pZy oldugu kullanmilmakta.)

9.2 p—sel meromorf ispatinin sonu

!
S

Z ETr(wof(a;l,...,wn)) — qu _ (qs _ 1)n

X
L0,T1 550 €F s

zof(z1,...,2n) € Fylzo,...,2,] polinomunun katsayilarim teichmiiller temsilcileri ile degis-
tirerek, Zf\;l a; XV € Q[X] = Qlzo,...,x,] elde ederiz. Burada X% ile 7, ...z, """ monomu
kastedilir, ve w; = (w; o, ..., w; ) olur.

Hatirlatmalar:

R: Q[[xl,,wn]]
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Q katsayili n— degiskenli kuvvet serisi halkas1 olmak iizere, R, €} {izerinde sonsuz boyutlu bir

vektor uzayidir. Her G' € R i¢in, G ile (soldan) carpma, dogrusal bir doniigtimdiir.

Ayrica, her pozitif tamsay1 ¢ icin 7, diye bir dogrusal doniigiim tanimlayalim:

r= ZauX“ = Ty(r) = ZaquX“

Burada, u bir ¢oklu indekstir. u = (u1,...,u,) € Z%,. Ayrnica, qu = (quu,...,quy) olarak

tammlanmir. X* = 27" ...z olur.

\Ijq,G = Tq oG

olarak tamimlansin. Acik¢a, G = Ewezg Guw X icin:
>0

\I/q,G(Xu) = Tq(z ngw+u) = quv—uXv

olur. Burada ikinci toplamda gv — u negatif sayilar icerecek olursa, katsay1 gg,—,, sifir alinir.

Ayrica, G4(X) = G(X?) olarak tanimlansin.

Boylece
GOTq :TqOGq = q/q,gq
olur.
Indeks kiimesi U = 7Y, tizerinde, | - | génderimi

n
ful = > _us
i=1

olarak tamimlansin.

Ry ={G = Zng“’ € R|M > 0, vardir kimer,g,, > M|w| herw € U i¢in}

olsun. Ry carpma altinda kapali ve G — G, gonderimleri altinda kendisine gitmektedir. Ayrica,
Rydaki kuvvet serileri, tiim degiskenler D(1)den kesin biiyiik bir diskte oldugunda yakinsaktir.

Bunun bir 6rnegi, herhangi bir monom X i¢in, ©(aX") kuvvet serisidir. Burada a € D(1).
(Aligtirma)

Not burada e Q2daki p. birim kok, A = € — 1, mer,A = 1/(p — 1) oldugu ispatlanmugt1. Burada,
OT) =T, \) =3 ganT™ ve a, =Y °_ am A" olarak tammlanir.

Bir metrik cisim iizerindeki sonsuz boyutlu vektdér uzaylarinda, sonsuz matrislerin izinden (A
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sonsuz matris iken Tr(A)dan) bahsetmek, Y.~ a;; serisi yakinsak oldugunda miimkiindiir.

Lemma G € Ry, ve ¥ = ¥, ¢ olsun. Bu durumda, Tr(¥®), s = 1,2, 3,... i¢in yakinsaktr, ve

(¢ - )Ty = Y

zeQn x9°—1=1

qi

olur. Burada 2 = (z1,...,2,) ve 27 = (xf,... ,x%i)

icin.

z,€Q, .7;?_1 =1
g6zlemini kullanarak, s = 1 icin ispatlanir.

s—1

Genel durum icin ise, ¥*¥ = \I’qs7g.gqmgq

s . s_
ve £ 1 =1 ise ¢

egerq — 1|w;

aksi takdirde

oldugu gozlemine dayanir.

1zlherjzl,...,n

Sonlu matrislerde det(1 — At) = Y. _ b,,t"™ polinomu &nemlidir. Burada

m=0

bm — (_1)m Z

1<uy,...um <r o permutesu’s

olur.

Bu tamimlar sonsuz matrislere de genellestirilir.

Sgn(a)aul,a(ul) s Gy o ()

Ote yandan, A = {gyy—u }uwerv i¢in, ¥ =T, 0 G ve G € Ry ve mer,g,, > M|w| oldugunda,

merp[gqa(ul)—m .- 'gqo(um)—um]

> Mllgo(ur) —ur| + ...+ |go(tum) — tml]

Y

olacagindan, m — oo i¢in

merpb,, — 00

ve

1
—merpb,, — 00
m

MDD glo(u)| = > |uill = M(g—1) > Jui]

olur. (Burada |u| degeri sabit olan ularin sayis1 sonludur, ve ortalama |u| farkliu; lerin kiime-

sinde degisirken, sonsuza yaklagr.

Bu det(1 — At)nin iyi tamml (her by, i¢in yakinsak) oldugunu gosterir, ve yakinsaklik yarigap:
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sonsuz olur.

Yan sonug olarak,

det(1 — At) = exp, (— iTr(AS)TS/s>
s=1

olacag1 da elde edilir. Ispat i¢in, matrislerin {icgenlestirilmesi (diagonal altindaki terimleri sifir
bir matrise eglenik olmasi) ve eslenik matrislerin determinantlarinin ayni1 olmasi1 dikkate alinir.
Sonsuz matrislere olan genellestirilme aligtirma.

Simdi de ispata geri dénelim.

Z €Tr(m0f(11,...,mn)) — qué _ (qs _ 1)n

X
0,150 Tn €F

denkleminde, o f(x1,...,Z,) polinomu katsayilar1 degisikligi sonrasinda, zof(x1,...,2,) =

Y oieq @i X" ve a; ise teichmiiller temsilcileriolmak iizere,

qu‘; — (qs _ 1)” + Z eTr(fo(xlvn-axn))
zg,ml,...,anFqs
N B .
= (@-v"+ > Jles etz e e )
z0,...,xp EQ =1
o =2l =1
Simdi, f(X1,...,X,) katsayillarimin F,da ve ¢ = p” olmas1 sonucu afr = a; olur ve
N -1
G(Xo,..., Xp) = [[O(@:X")O(al XP¥) ... O(al  XP" ™),
i=1
olarak tanimlansin. Boylece,
N = (¢ —1)" + > G(z)-G(z7) - G@T)...Ga? ).
Q@Y @ €Q
P e

olur. (Burada G(x) = G(xy, . .., x,) demek.) @(afj X?'wi) serileri Roda (ahstirma) oldugu i¢in

Gde Rpda olur. Yukarida ispatlamis oldugumuz lemma sonucu,
qu; — (qs _ 1)n 4 (qs _ 1)n+1TI‘(\I/S)

olur ve boylece
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n n+1
¢ s(n—i— i n+1 s(n—1i s
S e A S L I PRI )
=0 =0 7

olur. Burada A, Unin matrisi olmak {iizere,

A(T) = det(1 — At) = exp,, {— iTt(\IIS)TS/s}

olarak tamimlansin.

Bu durumda,

o0
Z'(Hy/Fy;T) = exp, {Z N;TS/S}
s=1

| n
n 00 -
—i— s i
_ H lexpp {qu(n D /5}
=0 s=1
| n+1
(=n*
n+1 o) . i
X H lexpp{ qs(”_l)Tr(\IlS)Ts/s}
=0 s=1
) n i n+1
(=1t (=D
n . i n+1 ) i
— H(l o qn—z—lT) H A(qn—lT)
i=1 1=0

Simdi de, bu ¢arpimda her terim p—adik tam fonksiyon (ya da ¢arpmaya gore tersi) oldugu

icin, zeta fonksiyonunun p—adik meromorf oldugu ispatlanmis olur.
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